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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìîäåëè ïåðêîëÿöèîííîãî òèïà øèðîêî èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâ-
êå çàäà÷è èìååòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà (ðåøåòêà), óçëû èëè ñâÿçè
êîòîðîé ìîãóò íàõîäèòüñÿ â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ (çàíÿòîì è ñâîáîäíîì, ïðîâîäÿ-
ùåì è èçîëèðóþùåì è ò. ï.) Äëÿ îáû÷íîé (�íåêîððåëèðîâàííîé�) ïåðêîëÿöèè
ýòè ñîáûòèÿ ñ÷èòàþòñÿ èìåþùèìè âåðîÿòíîñòè p è 1 − p ñîîòâåòñòâåííî è
íåçàâèñèìûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ óçëîâ, â áîëåå ñïåöèôè÷íûõ ñëó÷àÿõ âåñ ïðè-
ïèñûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèè â öåëîì è çàâèñèò îò äåòàëåé âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ñîñåäíèå óçëû îáúåäèíÿþòñÿ â êëàñòåðû, ñâîéñòâà êîòîðûõ è èçó÷àþòñÿ;
êàê ïðàâèëî, â òàêèõ ñèñòåìàõ ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè ïëîòíîñòè p = pc ïðî-
èñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä, ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà äëÿ êîòîðîãî ñëóæèò ïëîò-
íîñòü P∞ (åäèíñòâåííîãî) áåñêîíå÷íîãî êëàñòåðà â ñèñòåìå: ïðè p < pc îíà
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Âìåñòå ñ ïëîòíîñòüþ áåñêîíå÷íîãî êëàñòåðà â òî÷êå pc

îáðàùàþòñÿ â íóëü è òàêèå õàðàêòåðèñòèêè êàê ïðîâîäèìîñòü è óïðóãîñòü,
à â ñèñòåìå îñòàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå êëàñòåðû.

Îäíàêî âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëÿõ îáðàçîâàíèå êîíå÷íûõ êëàñòåðîâ
íåâîçìîæíî â ïðèíöèïå, è ñèñòåìà â ëþáîé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí
áåñêîíå÷íûé êëàñòåð (áóäåì íàçûâàòü èõ îäíîêëàñòåðíûìè ìîäåëÿìè). Â êà-
÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ ãðàíóëèðîâàííîãî ìå-
òàëëà çà ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûæèãàíèÿ íåìåòàëëè÷åñêèõ ãðà-
íóë èñõîäíîé ìàòðèöû � îáðàçóþùèåñÿ èçîëèðîâàííûå êîíå÷íûå êëàñòåðû
ñðàçó æå ïðèõîäÿò â äâèæåíèå è ïðèëèïàþò ê áåñêîíå÷íîìó êëàñòåðó, ñîõðà-
íÿÿ ñâÿçíîñòü ñèñòåìû. Îáû÷íûé ïåðêîëÿöèîííûé ïåðåõîä (ïî P∞) â òàêèõ
ìîäåëÿõ îòñóòñòâóåò, íî âîçìîæíû �òîïîëîãè÷åñêèå� ôàçîâûå ïåðåõîäû, ïðè
êîòîðûõ â ñèëó ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðè÷èí îáðàùàþòñÿ â íóëü ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèå ïðîâîäèìîñòü è óïðóãîñòü � â ýòèõ ýôôåêòàõ ó÷àñòâóþò íå âñå óçëû
áåñêîíå÷íîãî êëàñòåðà, à òîëüêî åãî ïîäìíîæåñòâî (îñòîâ, backbone). Â ñòàí-
äàðòíîé ïåðêîëÿöèè ïëîòíîñòü îñòîâà PB îáðàùàåòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî
ñ P∞, íî â îäíîêëàñòåðíîé çàäà÷å ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ êàê ñöåíàðèé ñ
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ôàçîâûì ïåðåõîäîì ïî PB, òàê è ñöåíàðèé ñ PB > 0 ïðè âñåõ äîñòèæèìûõ
êîíöåíòðàöèÿõ.

Ïðè âñåé èõ åñòåñòâåííîñòè âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêîì ïåðåõîäå â �òèïè÷-
íîé� îäíîêëàñòåðíîé ìîäåëè è çàäà÷à îïèñàíèÿ ôàç òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè. Îòäàëåííûå àíàëîãèè ìîæíî ïðîâåñòè ñî ñòàòüÿìè H. Eugene
Stanley î ìíîãîñâÿçíûõ ïîäñòðóêòóðàõ êðèòè÷åñêîãî áåñêîíå÷íîãî êëàñòåðà
(íå èìåþùèõ ïðÿìîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè).

Ïîìèìî ãðàíóëèðîâàííûõ ìåòàëëîâ, êîìïëåêñîâ ïîëèìåðíûõ öåïåé è èì
ïîäîáíûõ ñèñòåì ïîñòàâùèêîì ñâÿçíûõ ñëó÷àéíûõ êîíôèãóðàöèé ÷àñòèö
ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è îá àãðåãàöèè: â ôèíàëüíîì ñîñòî-
ÿíèè ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí êëàñòåð. Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ðå-
çóëüòàòû îá îäíîêëàñòåðíûõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû â
èõ òåðìèíàõ, â ÷àñòíîñòè, óïîìÿíóòàÿ âûøå ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ ãðàíóëè-
ðîâàííîãî ìåòàëëà ïðèíàäëåæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó, â êîòî-
ðîå âõîäèò ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à êëàñòåð-êëàñòåðíîé àãðåãàöèè (cluster-cluster
aggregation).

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ïðîâîäèìîñòü ñìåñè ìåòàëëè÷å-
ñêèõ è èçîëèðóþùèõ ãðàíóë íåñêîëüêî íèæå ïîðîãà ïåðêîëÿöèè ïî ìåòàë-
ëè÷åñêèì ãðàíóëàì â ðåæèìå êâàíòîâîãî òóííåëèðîâàíèÿ è ñ ó÷åòîì êóëî-
íîâñêîé áëîêàäû. Àêòóàëüíîñòü òàêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
ÿâëåíèåì â ïîñëåäíèå ãîäû ãðàíóëèðîâàííûõ ñèñòåì ñ õàðàêòåðíûì ðàçìå-
ðîì çåðíà ïîðÿäêà 10íì, ãäå îêàçûâàþòñÿ âàæíûìè ñóùåñòâåííî êâàíòîâûå
ýôôåêòû. Íàéäåííûå ðåæèìû òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè â
ïðèíöèïå ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Öåëü ðàáîòû. Â ðàáîòå ïðåñëåäîâàëèñü ñëåäóþùèå öåëè:

1. Èçó÷åíèå îäíîêëàñòåðíûõ ïåðêîëÿöèîííûõ ìîäåëåé êàê êëàññà: ïåðå-
÷èñëåíèå âîçìîæíûõ ôàç òàêèõ ñèñòåì, òèïîâ èõ êðèòè÷åñêîãî ïîâåäå-
íèÿ è ñòåïåíü óíèâåðñàëüíîñòè ïîñëåäíèõ.

2. Èññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ îäíîêëàñòåðíûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñà-
ìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ (�burning-and-sticking�, SRBP � òî÷íûå îïðåäå-
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ëåíèÿ ìîäåëåé ñì. â ðàçäåëå �îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû�). Ïîñòðîåíèå
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîêëàñòåðíûõ
ñèñòåì.

3. Âûÿñíåíèå êðèòåðèÿ, ïîçâîëÿþùåãî äëÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìû ïðåäñêà-
çàòü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå â íåé îñíîâíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ôàçîâîãî
ïåðåõîäà (îáðàùåíèÿ ïëîòíîñòè îñòîâà â íóëü).

4. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïðîâîäèìîñòè ñìåñè èç ìåòàëëè÷åñêèõ è èçîëèðóþ-
ùèõ ãðàíóë íèæå òî÷êè ïåðêîëÿöèè (â òóííåëüíîì ðåæèìå) ñ ó÷åòîì
ýôôåêòà êóëîíîâñêîé áëîêàäû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùèõ
îðèãèíàëüíûõ ðåçóëüòàòàõ, êîòîðûå âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó:

1. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòåéøåé îäíîêëàñòåðíîé ìîäåëè ñàìîâîññòàíàâëè-
âàþùèõñÿ ñâÿçåé (SRBP) ïðè êîíå÷íîé êîíöåíòðàöèè ñâÿçåé pc ïðîèñ-
õîäèò òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä, ïðè êîòîðîì ïëîòíîñòü îñòîâà
PB îáðàùàåòñÿ â íóëü (ptree < pc < 1, ãäå ptree � íàèìåíüøàÿ äîñòèæè-
ìàÿ ïëîòíîñòü). Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ òî÷íî ðåøàåìîé â òîì ñìûñëå, ÷òî
êðèòè÷åñêàÿ êîíöåíòðàöèÿ pc è îáà íåçàâèñèìûõ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñà
β (îïðåäåëÿåìûé êàê PB ∼ (p− pc)

β ïðè p− pc ¿ 1) è ν (ÿâëÿþùèéñÿ
àíàëîãîì èíäåêñà êîððåëÿöèîííîé äëèíû) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç
êðèòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòàíäàðòíîé íåêîððåëèðîâàííîé ïåðêîëÿ-
öèîííîé çàäà÷è.

2. Äîêàçàíî, ÷òî ôàçà íèçêîé ïëîòíîñòè (ptree < p < pc) â ìîäåëè SRBP,
ÿâëÿÿñü ïëîòíîé (åå ìàññîâàÿ ðàçìåðíîñòü D = d ñîâïàäàåò ñ ðàç-
ìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà), õàðàêòåðèçóåòñÿ ôðàêòàëüíûì ïîâåäåíèåì
ðÿäà ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ � â ÷àñòíîñòè, åâêëèäîâ èíäåêñ dmin (îïðå-
äåëÿåìûé êàê ` ∼ Rdmin ïðè R À 1, ãäå ` � õèìè÷åñêîå, à R � åâ-
êëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ óçëàìè ñèñòåìû) èìååò âî âñåì äèà-
ïàçîíå ptree < p < pc ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå dmin > 1. Ôàêòè÷åñêè â
ýòîì äèàïàçîíå dmin = dMST, ãäå dMST � ñòàíäàðòíûé åâêëèäîâ èíäåêñ
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äëÿ ìèíèìàëüíîãî ðåøåòî÷íîãî îñòîâíîãî äåðåâà, ïðè d = 2 ðàâíûé
dMST = 1.22(1).

3. ×èñëåííûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè îñòîâà è êîð-
ðåëÿöèîííîé äëèíû â ìîäåëè ñàìîâîññòàíàâëèâàþùèõñÿ óçëîâ (SRSP),
à òàêæå â ãèáðèäíûõ ìîäåëÿõ, íåïðåðûâíî èíòåðïîëèðóþùèõ ìåæäó
SRBP è SRSP. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå òàêèå ìîäåëè èñïûòûâàþò ïåðå-
õîä SRBP-òèïà è èìåþò êîíå÷íóþ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äðåâåñíîé
ôàçû. Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû â ýòèõ ìîäåëÿõ îêàçûâàþòñÿ áëèçêèìè ïî
âåëè÷èíå, íî òî÷íîé óíèâåðñàëüíîñòè íåò: èíäåêñ βB íåïðåðûâíî çà-
âèñèò îò ïàðàìåòðà ñìåøèâàíèÿ ìîäåëåé, èçìåíÿÿñü â äèàïàçîíå îò
βB(SRBP ) = 0.4757(10) äî βB(SRSP ) = 0.463(2). Ïðè ýòîì ðàçëè÷èé
â èíäåêñàõ ν è dmin (â ôàçå íèçêîé ïëîòíîñòè è â êðèòè÷åñêîé òî÷êå)
äëÿ ìîäåëåé ýòîãî ñåìåéñòâà â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ðàñ÷åòà îáíàðóæåíî
íå áûëî.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî â ìîäåëè îáðàçîâàíèÿ ãðàíóëèðîâàííîãî ìåòàëëà ïîñðåä-
ñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûæèãàíèÿ íåìåòàëëè÷åñêèõ ãðàíóë (�burning-
and-sticking�, BS) îòñóòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä: ïëîò-
íîñòü îñòîâà PB îñòàåòñÿ íåíóëåâîé ïðè ñêîëü óãîäíî íèçêîé êîíöåí-
òðàöèè x óçëîâ ñèñòåìû. Íåñìîòðÿ íà áûñòðûé ðîñò êîððåëÿöèîííîé
äëèíû ξ (îïðåäåëÿåìîé, ñêàæåì, êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ðàäèóñ ëà-
êóí â ñèñòåìå), ìàññà îñòîâà äåìîíñòðèðóåò ïðàâèëüíóþ çàâèñèìîñòü
îò ðàçìåðà ñèñòåìû MB ∼ Ld äî ñàìûõ ìàëûõ äîñòóïíûõ çíà÷åíèé
êîíöåíòðàöèè x, ñîîòâåòñòâóþùóþ àñèìïòîòèêå PB ∼ xβB ñ èíäåêñîì
βB = 2.85(15).

Ïðè ýòîì ñòðóêòóðà îñòîâà ïðè íèçêèõ ïëîòíîñòÿõ êàðäèíàëüíî îòëè-
÷àåòñÿ îò íèçêîïëîòíîãî îñòîâà îáû÷íîé ïåðêîëÿöèîííîé ñèñòåìû: åñëè
â ïîñëåäíåì ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïðèñóòñòâóþò öèêëû âñåõ äëèí, à
ìàññà â òåðìèíàõ ñòàíäàðòíîé êàðòèíû nodes-links-blobs ñîñðåäîòî÷å-
íà â áëîêàõ (blobs), òî â îñòîâå ìîäåëè BS ïðè ìàëûõ x ïðèñóòñòâóþò
òîëüêî î÷åíü êîðîòêèå è î÷åíü äëèííûå öèêëû, à ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà
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â ñâÿçÿõ (links).

5. Îïðåäåëåíû è ÷èñëåííî èññëåäîâàíû ìîäåëè, ðåàëèçóþùèå íåïðåðûâ-
íóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ èíòåðïîëÿöèþ ìåæäó BS è SRSP. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðèìåñè BS-ìåõàíèçìà ñèñòåìà ïðè-
îáðåòàåò êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ìîäåëè �burning-and-sticking�: ôàçîâûé
ïåðåõîä îòñóòñòâóåò, ïëîòíîñòü îñòîâà îòëè÷íà îò íóëÿ âî âñåì äèàïà-
çîíå 0 < x < 1 è èìååò ñòåïåííîå ïîâåäåíèå âáëèçè PB ∼ xβB âáëèçè
x = 0. Ïðè ýòîì èíäåêñ βB íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ñìåøè-
âàíèÿ Q: βB(Q = 1) = βB(BS) = 2.85(15), βB(Q = 0.5) = 3.4(1),
βB(Q = 0.25) = 4.2(1). . . Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå BS-òèïà ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì è íåóíèâåðñàëüíûì.

6. Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé ïðåäñêàçàòü íàëè÷èå èëè îò-
ñóòñòâèå òîïîëîãè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà â îäíîêëàñòåðíîé ìîäåëè:
ñèñòåìû, â êîòîðûõ ýâîëþöèîííàÿ ïðîöåññ îáåñïå÷èâàåò ñòðîãî ìîíî-
òîííîå óìåíüøåíèå îñòîâà, èñïûòûâàþò ïåðåõîä, à ñèñòåìû ñî ñêîëü
óãîäíî ñëàáûìè ìåõàíèçìàìè âîññòàíîâëåíèÿ îñòîâà (backbone rein-
forcement) âñåãäà ñîõðàíÿþò íåíóëåâóþ ïëîòíîñòü îñòîâà.

7. Ìåõàíèçì äåéñòâèÿ ñëàáûõ ïðîöåññîâ âîññòàíîâëåíèÿ îñòîâà ÷èñëåí-
íî ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà ïðèìåðå ìîäåëè ñ ñàìîâîññòàíîâëåíèåì äâóõ
ñâÿçåé (SR2BP) è íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà åå ãèáðèäîâ ñ SRBP. Óñòà-
íîâëåíî, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ãèáðèäíûõ ìîäåëåé êà÷åñòâåííîå
ïîâåäåíèå íàñëåäóåòñÿ îò ÷èñòîãî ñëó÷àÿ SRB2P (ò.å. ôàçîâûé ïåðå-
õîä îòñóòñòâóåò). Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñäåëàí òàêæå âûâîä î
òîì, ÷òî �ðåøåòî÷íûå ðåçîíàíñû� (ïðèêëåèâàíèÿ ïî ÷èñëó òî÷åê, ñèëü-
íî ïðåâûøàþùåìó ðàçìåðíîñòü d) â ìîäåëè BS íå èìåþò îïðåäåëÿþ-
ùåãî çíà÷åíèÿ.

8. Èññëåäîâàíà ïðîâîäèìîñòü íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû èç ìåòàëëè÷åñêèõ
è èçîëèðóþùèõ ãðàíóë íåñêîëüêî íèæå ïîðîãà ïåðêîëÿöèè ïî ìåòàëëè-
÷åñêèì ãðàíóëàì, êîãäà ïðîâîäèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òóííåëèðîâàíèåì
íîñèòåëåé ÷åðåç èçîëèðóþùèå ãðàíóëû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîíèæåíèè
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òåìïåðàòóðû êëàñòåðû, îáðàçîâàííûå ìàëûì êîëè÷åñòâîì ïðîâîäÿùèõ
ãðàíóë, ïîäâåðãàþòñÿ êóëîíîâñêîé áëîêàäå. Ñôîðìóëèðîâàíà àäåêâàò-
íàÿ ýòîé ñèòóàöèè ìîäåëü ïåðêîëÿöèè ïî óçëàì, ñëåäóþùèì çà áëèæàé-
øèìè, è èñêëþ÷åííûìè ìàëûìè êëàñòåðàìè; ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè
ïîêàçàíî, ÷òî ïðîâîäèìîñòü σ òàêîé ñèñòåìû ñòåïåííûì îáðàçîì çàâè-
ñèò îò ðàçìåðà n èñêëþ÷åííûõ êëàñòåðîâ: σ ∼ n−θ, ïðè÷åì äëÿ èíäåêñà
θ íàéäåíî òî÷íîå â ëþáîé ðàçìåðíîñòè d âûðàæåíèå ÷åðåç ñòàíäàðòíûå
ïåðêîëÿöèîííûå èíäåêñû. Ñîîòâåòñòâåííî, íà ôàçîâîé x− T äèàãðàì-
ìå èíäåíòèôèöèðîâàíû äâå îáëàñòè ñ íåòðèâèàëüíîé ñòåïåííîé çàâè-
ñèìîñòüþ ïðîâîäèìîñòè îò òåìïåðàòóðû σ ∼ TΘ, σ ∼ TΘ′ è ïîëó÷åíû
âûðàæåíèÿ äëÿ èíäåêñîâ Θ, Θ′.

Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðå-
çóëüòàòû ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ïðåäñêàçûâàòü �òîïîëîãè÷åñêèå� ñâîéñòâà
øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ïåðêîëÿöèîííîãî òèïà, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå
ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ñèñòåì. Ïîäðîáíî èçëîæåííûå â òåêñòå ÷èñ-
ëåííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ìîäåëèðîâàíèå ñõîäíûõ ïî
ïðèðîäå îáúåêòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ìà-
òåðèàëîâåäåíèè (â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè ïåðñïåêòèâ ñîçäàíèÿ òâåðäûõ
ñòðóêòóð íèçêîé ïëîòíîñòè).

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäû-
âàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Landau Days 2004� è �Landau Days
2009� â ×åðíîãîëîâêå, à òàêæå íà ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà Òåîðåòè÷åñêîé Ôè-
çèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó ÐÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî ÷åòûðå ïå÷àò-
íûõ ðàáîòû.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè î÷åð÷åí êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ, äàíû öåíòðàëüíûå
îïðåäåëåíèÿ, ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Íèæå ïîä îäíîêëàñòåðíîé ïåðêîëÿöèîííîé ñèñòåìîé ìû áóäåì ïîíèìàòü
çàäà÷ó êîððåëèðîâàííîé ïåðêîëÿöèè, â êîòîðîé íåñâÿçíûå êîíôèãóðàöèè
èìåþò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü. Êàê ïðàâèëî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäíîêëàñòåð-
íàÿ ìîäåëü çàäàíà àëãîðèòìè÷åñêè, ò.å. çàäàí ýâîëþöèîííûé çàêîí ïåðåõîäà
îò ñâÿçíîé êîíôèãóðàöèè K ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ñâÿçíîé êîíôèãóðàöèè
K ′ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì çàíÿòûõ óçëîâ (îòêðûòûõ ñâÿçåé), à ïîä ñðåäíèìè ïî
àíñàìáëþ ïîíèìàþòñÿ ñðåäíèå ïî ñðåçàì ñòàðòóþùèõ ñ ïîëíîé ðåøåòêè ýâî-
ëþöèîííûõ òðàåêòîðèé, ñäåëàííûì ïðè ôèêñèðîâàííîé êîíöåíòðàöèè óçëîâ
(ñâÿçåé).

Âèñÿ÷èì êîíöîì (dangling end) â áåñêîíå÷íîì êëàñòåðå áóäåì íàçûâàòü
êîíå÷íîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî óçëîâ (ñâÿçåé), êîòîðîå ìîæåò áûòü îòäåëåíî îò
îñòàëüíîé ÷àñòè êëàñòåðà ïîñðåäñòâîì óäàëåíèÿ îäíîãî óçëà (îäíîé ñâÿçè).

Îñòîâ (backbone) ïðîùå âñåãî îïðåäåëèòü êàê ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç áåñ-
êîíå÷íîãî êëàñòåðà âñåõ âèñÿ÷èõ êîíöîâ. Îñòîâ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
äâóñâÿçíûì ïîäãðàôîì áåñêîíå÷íîãî êëàñòåðà.

Áëîêîì (block) íàçûâàåòñÿ ëþáîé äâóñâÿçíûé ïîäãðàô â ñèñòåìå.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìîíîòîííûì îäíîêëàñòåðíûì ìîäåëÿì, â êîòî-
ðûõ íå ïðèíàäëåæàùèå îñòîâó â íåêîòîðûé ìîìåíò óçåë èëè ñâÿçü íå ìîãóò
ïðèíàäëåæàòü îñòîâó íè â êàêîé áîëåå ïîçäíèé ìîìåíò âðåìåíè ýâîëþöè-
îííîãî ïðîöåññà. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñà-
ìîâîññòàíàâëèâàþùèõñÿ ñâÿçåé (SRBP, self-repairing bond percolation). Îíà
îïðåäåëÿåìàÿ èòåðèðîâàíèåì ñëåäóþùåãî ïðîöåññà (íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðà-
öèÿ � âñå ñâÿçè ðåøåòêè îòêðûòû):

Â ñèñòåìå ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ îòêðûòàÿ ñâÿçü. Åñëè åå óäàëåíèå
íå ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñâÿçíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ óçëîâ ñè-
ñòåìû, òî ñâÿçü óäàëÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ íà ìåñòå.

Äîñòèæèìûìè â òàêîé êîíôèãóðàöèè ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðàöèè ptree ≤ p ≤ 1,

9



ãäå ptree = 2/z � êîíöåíòðàöèÿ ñâÿçåé, ïðè êîòîðîé ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äåðåâî è äàëüíåéøåå óäàëåíèå óäàëåíèå ñâÿçåé íåâîçìîæíî (çäåñü z �
êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî ðåøåòêè). ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òàêîé ñèñòåìû
íà äâóìåðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè p = pc ≈ 0.549 > ptree

â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä, ïðè êîòîðîì ïëîòíîñòü îñòîâà PB

îáðàùàåòñÿ â íóëü; ïîâåäåíèå PB è êîððåëÿöèîííîé äëèíû (îïðåäåëåííîé
êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ðàäèóñ êîíå÷íîãî áëîêà) âáëèçè pc îïðåäåëÿåò êðè-
òè÷åñêèå èíäåêñû βB è ν:

PB ∼ (p− pc)
βB , ξ ∼ (p− pc)

−ν. (1)

Íàéäåíî òî÷íîå îòîáðàæåíèå ìîäåëè SRBP íà ìîäåëü ñòàíäàðòíîé ïåðêîëÿ-
öèè, ïîçâîëÿþùåå âûðàçèòü õàðàêòåðèñòèêè òîïîëîãè÷åñêîãî ïåðåõîäà ÷å-
ðåç õàðàêòåðèñòèêè îáû÷íîãî:

pc = pperc
c + nperc

c , βB = βperc
B , ν = νperc, (2)

ãäå âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì perc îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè âèäà (1) â çàäà÷å
îáû÷íîé ïåðêîëÿöèè (ïðè ýòîì ξ � îáû÷íàÿ êîðð. äëèíà), à nperc

c � ïëîòíîñòü
÷èñëà êëàñòåðîâ òî÷íî â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êâàäðàòíîé
ðåøåòêè â d = 2 èçìåðåíèÿõ

pc =
3
√

3− 3

4
= 0.54904 . . . , βB = 0.4757(10), ν = 4/3. (3)

Âûñîêîïëîòíàÿ (p > pc) ôàçà ïî êà÷åñòâåííûì õàðàêòåðèñòèêàì íå îò-
ëè÷àåòñÿ îò íàäêðèòè÷åñêîãî áåñêîíå÷íîãî êëàñòåðà îáû÷íîé ïåðêîëÿöèè.
Â òîæå âðåìÿ íèçêîïëîòíàÿ (ptree < p < pc) ôàçà ÿâëÿåòñÿ êâàçèäåðåâîì:
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîâ áëîêîâ èìååò â íåé ýêñïîíåíöèàëüíóþ
àñèìïòîòèêó, òàê ÷òî âåëè÷èíà òèïè÷íîãî áëîêà ïðè ôèêñèðîâàíîì p < pc

îãðàíè÷åíà ñâåðõó çàâèñÿùåé îò p êîíñòàíòîé; ñàìè áëîêè îáúåäèíåíû â
äðåâåñíóþ (àöèêëè÷åñêóþ) ñòðóêòóðó, íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ îáëàäàþùóþ
ñâîéñòâàìè òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ p = ptree (ñì. ðèñ. 1). Êâàçèäåðåâî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïëîòíûì ôðàêòàëîì: åãî ìàññîâàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà d (â íåãî âõî-
äÿò âñå óçëû ñèñòåìû), íî åãî åâêëèäîâ ïîêàçàòåëü dmin > 1. (Êîððåêòíîå
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“Solid” Corresponding tree of blocks

“Quasitree” Corresponding tree of blocks

Ðèñ. 1: Ñòðóêòóðà äåðåâà áëîêîâ â ïëîòíîé è êâàçèäðåâåñíîé ôàçàõ ìîäåëè SRBP íà
êâàäðàòíîé ðåøåòêå.

îïðåäåëåíèå dmin äëÿ äðåâåñíûõ ñòðóêòóð òàêîâî: ñðåäíåå åâêëèäîâî ðàññòî-
ÿíèå 〈R〉 îò ñëó÷àéíîé âûäåëåííîé òî÷êè äî òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ îò íåå íà
ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè ` øàãîâ ïî ðåáðàì êëàñòåðà, èìååò àñèìïòîòèêó
〈R〉 ∼ `1/dmin ïðè ` → ∞.) ×èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî ïîêàçà-
òåëü dmin îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì âî âñåì äèàïàçîíå ptree ≤ p < pc � åãî çíà÷å-
íèå ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîêàçàòåëåì äëÿ àíñàìáëÿ ìèíèìàëüíûõ
îñòîâíûõ äåðåâüåâ (minimum spanning trees, MST) íà ðàññìàòðèâàåìîé ðå-
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øåòêå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóìåðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêè

dmin =





1 ïðè pc < p ≤ 1,

dperc
min = 1.13(1) ïðè p = pc,

dMST
min = 1.22(1) ïðè ptree ≤ p < pc.

Ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ SRBP ìîæíî îïðåäåëèòü ìîäåëü ñàìîâîññòàíàâ-
ëèâàþùèõñÿ óçëîâ (SRSP, self-repairing site percolation). Îíà çàäàåòñÿ ñëåäó-
þùèì ýâîëþöèîííûì ïðîöåññîì (íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � âñå óçëû ðåøåòêè
çàíÿòû):

Â ñèñòåìå ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ çàíÿòûé óçåë. Åñëè åãî óäàëåíèå
íå ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñâÿçíîñòè íà ìíîæåñòâå çàíÿòûõ óç-
ëîâ ñèñòåìû, òî âûáðàííûé óçåë óäàëÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îñòàåòñÿ íà ìåñòå.

Äîñòèæèìûìè â òàêîé çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ âñå êîíöåíòðàöèè äèàïàçîíà 0 ≤
x ≤ 1. Ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè x = xc =

0.608(1) â ìîäåëè SRSP ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷-
íûé ïåðåõîäó â ìîäåëè SRBP, ïðè÷åì êðèòè÷åñêèå èíäåêñû βB è ν ÷èñëåííî
î÷åíü áëèçêè ê èíäåêñàì (3).

Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ñòåïåíè óíèâåðñàëüíîñòè ïåðåõîäà ìîäåëè SRBP
è SRSP áûëè âêëþ÷åíû â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñìåøàííûõ ïåð-
êîëÿöèîííûõ çàäà÷ (â êîòîðûõ êàê óçëû, òàê è ñâÿçè ìîãóò áûòü îòêðûòûìè
èëè çàêðûòûìè). Â ìîäåëè ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà Q (0 ≤ Q ≤ 1) ýâîëþ-
öèîííûé ïðîöåññ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ñ âåðîÿòíîñòüþ Q ïåðåõîäèì ê øàãó 2, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−Q ê øàãó 3.

2. Â ñèñòåìå âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûé îòêðûòûé óçåë. Åñëè åãî óäàëåíèå
íå ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñâÿçíîñòè íà ìíîæåñòâå îòêðûòûõ óçëîâ ñè-
ñòåìû, òî óçåë óäàëÿåòñÿ âìåñòå ñî âñåìè èíöèäåíòíûìè åìó ñâÿçÿìè.
Ïåðåõîäèì ê øàãó 1.

3. Â ñèñòåìå âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ îòêðûòàÿ ñâÿçü. Åñëè åå óäàëåíèå íå
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ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñâÿçíîñòè íà ìíîæåñòâå îòêðûòûõ óçëîâ ñèñòå-
ìû, òî ñâÿçü óäàëÿåòñÿ. Ïåðåõîäèì ê øàãó 1.

Ïðè Q = 0 èìååì ìîäåëü SRBP, ïðè Q = 1 � ìîäåëü SRSP. Äëÿ íåñêîëü-
êèõ çíà÷åíèé Q áûëè ïðîâåäåíû îáøèðíûå ÷èñëåííûå ñèìóëÿöèè ñ öåëüþ
òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ èíäåêñîâ βB è ν ïî îïèñàííîé íèæå ñõåìå. Íà ôðàã-
ìåíòå êâàäðàòíîé ðåøåòêè ðàçìåðà L × (L + 1) çàäàâàëèñü îòêðûòûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð è çàìêíóòûå (âíåø-
íèå êîíòàêòû) íà äðóãîé ïàðå (bus-bar geometry). Óäàëåíèå óçëîâ è ñâÿ-
çåé ïðîäîëæàëîñü äî ïîòåðè ñâÿçíîñòè ìåæäó ïàðîé âíåøíèõ êîíòàêòîâ. Â
äîñòèãíóòîé êîíôèãóðàöèè âû÷èñëÿëàñü ìàññà îñòîâà M êàê ñóììà ìàññ
äâóñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ñîäåðæàùèõ âíåøíèå êîíòàêòû, è ôèêñèðîâàëàñü
êîíöåíòðàöèÿ ñâÿçåé p. Ïîñëå ñáîðà äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè ôðàêòàëüíàÿ
ðàçìåðíîñòü êðèòè÷åñêîãî îñòîâà dB îïðåäåëÿëàñü èç ñêåéëèíãîâîãî ñîîò-
íîøåíèÿ 〈M〉 ∼ LdB ,à èíäåêñ ν � èç ñîîòíîøåíèÿ 〈(p − 〈p〉)2〉1/2 ∼ L−1/ν .
Èíäåêñ βB ïîñëå ýòîãî ìîæíî íàéòè èç ñòàíäàðòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

dB = d− βB/ν. (4)

Èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì ñî ñòðóêòóðîé union-�nd äëÿ ñâÿçíîñòè ïëàêåòîâ
(òî÷åê äóàëüíîé ðåøåòêè), ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü ýâîëþöèîííûé øàã ãè-
áðèäíîé ìîäåëè çà âðåìÿ O(1) â ñðåäíåì (â ïðåíåáðåæåíèè îòëè÷èåì îáðàò-
íîé ôóíêöèè Àêêåðìàíà îò åäèíèöû). Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ãåíåðàöèè êðè-
òè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè ñîñòàâëÿëî O(L2) è íå ñèëüíî ïðåâîñõîäèëî âðåìÿ
ãåíåðàöèè êðèòè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè â çàäà÷å îáû÷íîé ïåðêîëÿöèè. Íàè-
áîëåå îáøèðíàÿ ñòàòèñòèêà áûëà ñîáðàíà äëÿ ñëó÷àåâ Q = 1, Q = 0.5 è
êîíòðîëüíîãî çíà÷åíèÿ Q = 0 (ïîðÿäêà 106− 107 ðåàëèçàöèé äëÿ L=64, 128,
192, 256, 384).

Â íåçàâèñèìîì ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå áûëè íàéäåíû åâêëèäîâû èíäåê-
ñû dmin è d′min äëÿ ìîäåëè SRSP â êâàçèäðåâåñíîé ôàçå è â êðèòè÷åñêîé
òî÷êå ñîîòâåòñòâåííî. Êàê è ðàíåå, èíäåêñ dmin â ýòîì ñëó÷àå èìååò ïîñòî-
ÿííîå çíà÷åíèå âî âñåì äèàïàçîíå êîíöåíòðàöèé íèçêîïëîòíîé ôàçû.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñîáðàíû ñ ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ñëåäóþùåé òàá-
ëèöû.
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Ðèñ. 2: Ýôôåêòèâíîå çíà÷åíèå èíäåêñà βB êàê ôóíêöèÿ 1/L â ãèáðèäíûõ SRBP-SRSP
ìîäåëÿõ ñ Q=0, 0.5, 1.

Q pc βB ν dmin d′min

1 0.373116(1) 0.463(2) 1.337(8) 1.226(12) 1.136(10)
0.5 0.420476(1) 0.468(2) 1.333(5) � �
0 (3/4)(

√
3− 1) 0.4757(10) 4/3 1.22(1) 1.13(1)

Òðåòüÿ ñòðîêà, îòíîñÿùàÿñÿ ê ìîäåëè SRBP, ñîäåðæèò äàííûå ïî ìîäåëè
ñòàíäàðòíîé ïåðêîëÿöèè (ðåçóëüòàò äëÿ βB(SRBP ) ïðèíàäëåæèò Ãðàññáåð-
ãåðó). Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà
βeff

B (L), ïåðåñ÷èòàííîãî ïî ôîðìóëå (4) èç ýôôåêòèâíîé ôðàêòàëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè:

deff
B (L) =

log[〈M〉(aL)]− log[〈M〉(L)]

log a

(ñêåéëèíãîâûé ïàðàìåòð a = 3/2).
Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèâåðñàëüíûì: èíäåêñ βB ðàçëè÷åí äëÿ çàäà÷ SRSP è
SRBP è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà ãèáðèäèçàöèè Q. Õîòÿ
àìïëèòóäà åãî èçìåíåíèé íåâåëèêà, óäà÷íûé õàðàêòåð ïîïðàâîê, ñâÿçàííûõ
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ñ êîíå÷íîñòüþ ðàçìåðà ñèñòåìû L, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü íåóíèâåðñàëüíîñòü
èíäåêñà βB áåç âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ åãî çíà÷åíèé ïî îòäåëüíîñòè (íå ïðîâîäÿ
ýêñòðàïîëÿöèè ê L = ∞ íà ðèñ. 2), ÷òî ïîâûøàåò íàäåæíîñòü ðåçóëüòàòà.
Â òî æå âðåìÿ ðàçëè÷èé â çíà÷åíèÿõ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ν, dmin, d′min â
ïðåäåëàõ äîñòèãíóòîé òî÷íîñòè óñòàíîâèòü íå óäàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìîòðåííûõ ìîíîòîííûõ ìîäåëÿõ òîïîëîãè÷åñêèé
ïåðåõîä íåèçìåííî ïðîèñõîäèò, íî åãî êðèòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íå ÿâëÿ-
þòñÿ óíèâåðñàëüíûìè.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ íåìîíîòîííûå îäíîêëàñòåðíûå çàäà÷è, â
êîòîðûõ ýâîëþöèîííûé ïðîöåññ äîïóñêàåò óñèëåíèå îñòîâà (backbone rein-
forcement) êàê ðåçóëüòàò àëãîðèòìè÷åñêîãî øàãà. Öåíòðàëüíîå ìåñòî îòâå-
äåíî ìîäåëè �burning and sticking� (BS), îïèñûâàþùåé ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ
ãðàíóëèðîâàííîãî ìåòàëëà. Íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåííàÿ
ðåøåòêà óçëîâ, à ýâîëþöèîííûé ïðîöåññ òàêîâ:

1. Èç êîíôèãóðàöèè óäàëÿåòñÿ ñëó÷àéíûé óçåë.

2. Åñëè â ñèñòåìå íåò êîíå÷íûõ êëàñòåðîâ, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 1.

3. Ñëó÷àéíî âûáèðàåì êîíå÷íûé êëàñòåð è ðåøåòî÷íîå íàïðàâëåíèå; áàë-
ëèñòè÷åñêè ïåðåìåùàåì âûáðàííûé êëàñòåð â ýòîì íàïðàâëåíèè äî òåõ
ïîð, ïîêà îí íå âîéäåò â êîíòàêò ñ äðóãèì êëàñòåðîì ñèñòåìû. Ïåðåõî-
äèì ê øàãó 2.

Ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû íà êâàäðàòíîé ðå-
øåòêå ïðèâåäåí íà ðèñ. 3. Òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä â ñèñòåìå îòñóò-
ñòâóåò, è ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïðîâîäèìîñòü è óïðóãîñòü îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè
ñêîëü óãîäíî ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ. Ïðè x ¿ 1 ïëîòíîñòü îñòîâà PB ∼ xβ

B

c βB = 2.85(15). Íå èçìåíèòñÿ êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà è â ñëó÷àå íå áàëëè-
ñòè÷åñêîãî, à äèôôóçíîãî äðåéôà íà òðåòüåì øàãå ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà.

Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îñòîâà ïðè íèçêèõ ïëîòíîñòÿõ â ìîäåëè
BS êàðäèíàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò õàðàêòåðèñòèê �ñëàáîãî� (áëèçêîãî ê êðèòè-
÷åñêîìó) îñòîâà â çàäà÷å îáû÷íîé ïåðêîëÿöèè. Åñëè â ïîñëåäíåì äîìèíèðó-
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Ðèñ. 3: Ïëîòíîñòü îñòîâà â ìîäåëè BS êàê ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè óçëîâ. Êðèâûå, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàçìåðàì ñèñòåìû L ≤ 512, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

þò ïëîòíûå ìàññèâíûå äâóñâÿçíûå îáðàçîâàíèÿ (blobs), òî ìàññà BS-îñòîâà
ñîñðåäîòî÷åíà â îäíîìåðíûõ öåïî÷êàõ óçëîâ (links â îáû÷íîé òåðìèíîëî-
ãèè), îáðàçóþùèõ òîëüêî î÷åíü áîëüøèå (ðàçìåðà ïîðÿäêà ìàêñèìàëüíîé
ÿ÷åéêè â îñòîâå) è î÷åíü ìàëûå (ðàçìåðà ïîðÿäêà åäèíèöû) öèêëû. Ïðîèñ-
õîäèò òàêæå ðàçäåëåíèå ìàñøòàáîâ: êîððåëÿòîð ïëîòíîñòü-ïëîòíîñòü è õà-
ðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè îñòîâà çàäàþò äâå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ äëèíû
â ñèñòåìå.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î òîì, êàêîé èç òèïîâ ïîâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé-
÷èâûì, ìîäåëè SRSP è BS áûëè âêëþ÷åíû â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ñî ñëåäóþùèì çàêîíîì ýâîëþöèè (0 ≤ Q ≤ 1 � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð):

1. Ñ âåðîÿòíîñòüþ Q ïåðåõîäèì ê øàãó 2, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−Q ïåðåõîäèì
ê øàãó 3.

2. Óäàëÿåì ñëó÷àéíî âûáðàííûé óçåë ñèñòåìû è áàëëèñòè÷åñêè ñìåùàåì
êëàñòåðû äî âîññòàíîâëåíèÿ ñâÿçíîñòè (øàã BS). Ïåðåõîäèì ê øàãó 1.
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Ðèñ. 4: Ïëîòíîñòü îñòîâà äëÿ BS-SRSP ãèáðèäîâ êàê ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè óçëîâ (äâîé-
íîé ëîãàðèôìè÷åñêèé ìàñøòàá).

3. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåì óçåë èç ÷èñëà òåõ, óäàëåíèå êîòîðûõ íå
íàðóøàåò ñâÿçíîñòè îñòàëüíîé ñèñòåìû, è óäàëÿåì åãî (øàã SRSP). Ïå-
ðåõîäèì ê øàãó 1.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé ïå-
ðåõîä ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè Q = 0 (÷èñòàÿ ìîäåëü SRSP). Çàâèñèìîñòü
ïëîòíîñòè îñòîâà îò êîíöåíòðàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé Q ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 4. Èíäåêñ βB ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà ñìåøèâàíèÿ
Q:

Q 1 0.5 0.25 0.1
βB 2.85(15) 3.4(1) 4.2(1) 5.2(1)

Òàêèì îáðàçîì, òèï ïîâåäåíèÿ ìîäåëè BS óñòîé÷èâ, íî ïîëíîñòüþ íåóíèâåð-
ñàëåí. Òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä ðàçðóøàåòñÿ ñêîëü óãîäíî ðåäêèìè
ïðîöåññàìè óñèëåíèÿ îñòîâà (ïðèêëåèâàíèÿ êîíå÷íîãî êëàñòåðà ê îñòîâó ñè-
ñòåìû ïî äâóì èëè áîëåå òî÷êàì).
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Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ðîëè ñëàáîãî óñèëåíèÿ îñòîâà, à òàêæå äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íå÷óâñòâèòåëüíîñòè BS-ìîäåëè ê ðåøåòî÷íûì àðòåôàêòàì (ñîèçìåðè-
ìîñòü ðàññòîÿíèé ïîâûøàåò ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê ïðèêëåéêè êëàñòåðà ïî
ñðàâíåíèþ ñ �ãåîìåòðè÷åñêîé� âåëè÷èíîé d) óäîáíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó.

Â ìîäåëè ñ ñàìîâîññòàíîâëåíèåì äâóõ ñâÿçåé (SR2BP) èñõîäíîé êîíôè-
ãóðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêà, âñå ñâÿçè íà êîòîðîé îòêðûòû, à ýëåìåíòàðíûé
ýâîëþöèîííûé øàã èìååò âèä

Èç ñèñòåìû óäàëÿåòñÿ ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ñâÿçü. Åñëè â ðåçóëü-
òàòå óäàëåíèÿ îáðàùîâàëñÿ èçîëèðîâàííûé êëàñòåð, òî ñëó÷àéíûì
îáðàçîì âîññòàíàâëèâàþòñÿ äâå ñâÿçè, ñîåäèíÿþùèå ýòîò êëàñòåð
ñ óçëàìè îñòàëüíîé ÷àñòè ñèñòåìû.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó îïðåäåëÿåòñÿ è îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
SRBP-SR2BP ãèáðèäîâ: íà êàæäîì øàãå ñ âåðîÿòíîñòüþ Q èñïîëüçóåòñÿ
SR2BP-àëãîðèòì, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−Q � SRBP-àëãîðèòì óäàëåíèÿ óçëà.
Ïðè d = 2 âîññòàíîâëåíèå äâóõ ñâÿçåé èãðàåò ðîëü ïðèêëåèâàíèÿ îòäåëèâ-
øåãîñÿ êëàñòåðà �in place� ïî ÷èñëó òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ d. ×èñëåííîå
ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä èìååò ìå-
ñòî òîëüêî ïðè Q = 0 (â ÷èñòîé ìîäåëè SRBP). Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè
îñòîâà îò êîíöåíòðàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé Q ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.

Íà îñíîâàíèè âñåõ èçëîæåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè â îäíîêëàñòåðíîé ìîäåëè ñêîëü
óãîäíî ñëàáîãî ìåõàíèçìà âîññòàíîâëåíèÿ îñòîâà òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé
ïåðåõîä íå ïðîèñõîäèò è ñèñòåìà ñîõðàíÿåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ìàêðîñêî-
ïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (ïðîâîäèìîñòè è óïðóãîñòè) ïðè ñêîëü óãîäíî íèçêèõ
êîíöåíòðàöèÿõ; êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ïðè ýòîì íåóíèâåðñàëüíû. Â ìîäåëè
áåç ìåõàíèçìîâ óñèëåíèÿ îñòîâà âñåãäà ïðîèñõîäèò òîïîëîãè÷åñêèé ôàçîâûé
ïåðåõîä, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâ îñòîâà áëèçêèé ê �ñäâèíóòîìó� îáû÷íîìó
ïåðêîëÿöèîííîìó ïåðåõîäó; êðèòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè â ýòîì ñëó÷àå òàê-
æå íåóíèâåðñàëüíû.
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Ðèñ. 5: Ïëîòíîñòü îñòîâà äëÿ SRBP-SR2BP ãèáðèäîâ êàê ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè óçëîâ
(ñåìåéñòâà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà ñìåøèâàíèÿ Q, âíóò-
ðè ñåìåéñòâà êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ðàçìåðàì ñèñòåìû L).

Êà÷åñòâåííî ýòîò ýôôåêò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Âáëèçè òî÷êè
òîïîëîãè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà ðàçìåð ëàêóí (â äâóìåðíîì ñëó÷àå �
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò íà äóàëüíîé ðåøåòêå) ðàñõîäèòñÿ, è ñëó÷àéíî âûáðàí-
íàÿ îòñóòñòâóþùàÿ â ñèñòåìå ñâÿçü çàìûêàåò öèêë ðàñõîäÿùåéñÿ â ñðåäíåì
äëèíû. Âîññòàíîâëåíèå òàêîé ñâÿçè ñîçäàåò â ñèñòåìå áîëüøîé öèêë, è ðåä-
êîñòü ïîäîáíûõ ñîáûòèé âñåãäà ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü, äîñòàòî÷íî áëèçêî
ïîäîéäÿ ê òî÷êå ïåðåõîäà. Òàêîå ïîâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, àïðèîðè
åäèíñòâåííî âîçìîæíûì � ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé êàðòèíû åñòü ñîäåðæàòåëü-
íûé ðåçóëüòàò.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðîâîäèìîñòè íåóïîðÿäî÷åííîé
ñìåñè ïðîâîäÿùèõ è èçîëèðóþùèõ ãðàíóë íåñêîëüêî íèæå ïîðîãà ïåðêîëÿ-
öèè ïî ïðîâîäÿùèì ãðàíóëàì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííûé êîíäàêòàíñ
ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëû î÷åíü âåëèê, à áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ êîíòàêòà
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ìåòàëëè÷åñêèìè ãðàíóëàìè ðàâåí G À 1. Åñëè ïî-
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ëîæèòü êîíäàêòàíñ g ñèñòåìû èç îäíîé èçîëèðóþùåé ãðàíóëû, ãðàíè÷àùåé
ñ äâóìÿ ìåòàëëè÷åñêèìè, ðàâíûì íóëþ, òî ïðîâîäèìîñòü íèæå òî÷êè ïåð-
êîëÿöèè òàêæå îáðàòèòñÿ â íóëü; ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, åñëè
ñ÷èòàòü g ìàëûì, íî êîíå÷íûì: g ¿ 1. Âûáîð ìîäåëè çàâèñèò îò ïðèðîäû
âåëè÷èíû g.

Åñëè ãðàíóëû äîñòàòî÷íî âåëèêè èëè òåìïåðàòóðà T äîñòàòî÷íî âûñîêà,
òî êîíäàêòàíñ g èìååò àêòèâàöèîííîå ïðîèñõîæäåíèå, g ∼ e−W/T ñ íåêîòîðîé
õàðàêòåðíîé ýíåðãèåé àêòèâàöèè W . Ïðè ýòîì êîíäàêòàíñ öåïî÷êè èç n

èçîëèðóþùèõ ãðàíóë ðàâåí gn = g/n, è âñÿ ñèñòåìà àäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿ
îáû÷íîé ïåðêîëÿöèîííîé çàäà÷åé î ðåøåòêå èç ðåçèñòîðîâ g è G. Ñîãëàñíî
èçâåñòíûì ôîðìóëàì, ïðè ýòîì

σ ∼





g(xc − x)−s, ∆ ¿ xc − x ¿ 1,

gµ/(µ+s)Gs/(µ+s), |xc − x| . ∆,

G(x− xc)
µ, ∆ ¿ x− xc ¿ 1,

(5)

ãäå ∆ = (g/G)1/(µ+s) � øèðèíà êðîññîâåðà, à s è µ � óíèâåðñàëüíûå êðè-
òè÷åñêèå èíäåêñû äëÿ ñèñòåì �ñâåðõïðîâîäíèê-ïðîâîäíèê� è �ïðîâîäíèê-
èçîëÿòîð� ñîîòâåòñòâåííî.

Èíà÷å îáñòîèò äåëî, åñëè êîíäàêòàíñ g èìååò òóííåëüíîå ïðîèñõîæäåíèå.
Â ýòîì ñëó÷àå gn ∼ gn, è ïðîâîäèìîñòü ìîñòîâ èç áîëåå ÷åì îäíîé èçîëèðó-
þùåé ãðàíóëû ñèëüíî ïîäàâëåíà. Åñòåñòâåííî îæèäàòü (è ÷èñëåííûé ñ÷åò
ïîäòâåðæäàåò ýòî ïðåäïîëîæåíèå), ÷òî ïðè ýòîì â îáëàñòè ∆ ¿ xc − x ¿ 1

ïî-ïðåæíåìó σ(x, T ) = σ0(x, T ) ∼ g(xc − x)−s, ëèøü ñ ìåíüøåé êîíñòàíòîé
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Îäíàêî òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè òå-
ïåðü îáóñëîâëåíà èíûì ìåõàíèçìîì � êóëîíîâñêîé áëîêàäîé ìàëûõ ìåòàë-
ëè÷åñêèõ êëàñòåðîâ.

Åñëè ýíåðãèÿ çàðÿäêè îòäåëüíîé ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëû ðàâíà E1 ∼
e2/a, ãäå a � ðàçìåð ãðàíóëû, òî ýíåðãèÿ çàðÿäêè êëàñòåðà èç n ãðàíóë
åñòü En ∼ E1n

−(ν+s)/νdf . Ïðè òåìïåðàòóðå T êëàñòåðû ðàçìåðîâ n . ñ =

(E1/T )νdf/(ν+s) îêàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíî áëîêèðîâàííûìè è äîëæíû áûòü
èñêëþ÷åíû èç ïðîâîäÿùåé ïîäñèñòåìû.
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Ðèñ. 6: Ó÷àñòîê ôàçîâîé äèàãðàììû ñèñòåìû, òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü íà êîòîðîì
îïðåäåëÿåòñÿ êóëîíîâñêèìè ýôôåêòàìè. Ïî îñÿì îòëîæåíû δ = xc−x è t = T/E1, îáëàñòü
íåýêâèïîòåíöèàëüíûõ ïðîâîäÿùèõ êëàñòåðîâ îòäåëåíà ëèíèåé text = G(ν+s)/([2−d]ν+µ) ¿ 1,
íèæíÿÿ êðîññîâåðíàÿ ãðàíèöà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé δ ∼ t2/(ν+s), âåðõíÿÿ � δ ∼ ∆tΘ/(µ+s).

Ïîìèìî ýíåðãèè çàðÿäêè, ìåòàëëè÷åñêèé êëàñòåð ðàçìåðà n õàðàêòåðèçó-
åòñÿ òàêæå ñîáñòâåííûì êîíäàêòàíñîì Gn ∼ Gn−(2−d+µ/ν)/df . Ïðè n ¿ next =

Gdf/(2−d+µ/nu) èìååì Gn À 1: òàêèå êëàñòåðû ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ òî÷å÷íûìè
(ýêâèïîòåíöèàëüíûìè) îáúåêòàìè. Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñ ¿ next,
÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

T/E1 À G(ν+s)/[(2−d)ν+µ].

Â òàêîé ñèòóàöèè ýêâèïîòåíöèàëüíûå êëàñòåðû èç ìåòàëëè÷åñêèõ ãðàíóë
îêàçûâàþòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è ïåðêîëÿöèè ïî âòîðûì áëèæàéøèì ñîñåäÿì
(next-nearest-neighbor, NNN), ïðè÷åì êëàñòåðû ðàçìåðîâ n < ñ èñêëþ÷à-
þòñÿ èç ñèñòåìû. Ïðîâîäèìîñòü ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ðàçìåðà
èñêëþ÷åííûõ êëàñòåðîâ: σ ∼ n−θ, ãäå θ � íåêîòîðûé íîâûé êðèòè÷åñêèé
èíäåêñ. Ïîêàçàíî, ÷òî îí ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç èçâåñòíûå ïîêàçàòåëè
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êàê
θ =

(d− 2)ν + s− 1

νdf
.

Ïåðåõîäÿ îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ê ôèçè÷åñêèì, ïîëó÷àåì èç
âòîðîé è òðåòüåé ñòðîê (5) äâå îáëàñòè íåòðèâèàëüíîé òåìïåðàòóðíîé çàâè-
ñèìîñòè σ ∼ TΘ, σ ∼ TΘ′ íà ôàçîâîé äèàãðàììå ñèñòåìû (ðèñ. 6), ãäå

Θ =
dfνθ

ν + s
Θ′ = Θ

µ

µ + s
.

Êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ â äâóõ è òðåõ èçìåðåíèÿõ òàêîâû:

d θ Θ Θ′

2 0.123 0.14 0.07
3 0.28 0.38 0.28

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
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