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ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè è ñòàòèñòèêè ïàññèâíûõ (òî åñòü íå îêàçûâàþùèõîáðàòíîãî âëèÿíèÿ íà æèäêîñòü) îáúåêòîâ âî âíåøíèõ ïîòîêàõ ïðåäñòàâëÿþòñîáîé îäíó èç áóðíî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëàñòåé íàóêè, íàõîäÿùóþñÿ íà ñòûêåãèäðîäèíàìèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè. �àçíîîáðàçèå ñèñòåì, èññëåäóåìûõâ ðàìêàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî: êðóã çàäà÷ âêëþ÷àåò â ñåáÿêàê áèîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå âíóòðè îðãàíèçìîâ, òàê è ïîâåäåíèåêðóïíîìàñøòàáíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ðàçìåøèâàåìîãî ìåæãàëàêòè÷åñêèìè ïî�òîêàìè. Íåñìîòðÿ íà âñå ðàçëè÷èÿ, ìíîãèå èç íèõ ìîãóò áûòü èçó÷åíû â ðàìêàõìàòåìàòè÷åñêè áëèçêèõ ïîäõîäîâ.�àçâèòèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òåõíîëîãèé ñäåëàëî âîçìîæíûì îñóùåñòâëÿòüïðÿìûå íàáëþäåíèÿ îòäåëüíûõ ìàêðîìîëåêóë, íàõîäÿùèõñÿ âî âíåøíèõ ñòà�öèîíàðíûõ èëè õàîòè÷åñêèõ/òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ [1�16℄. Ïîäîáíûå íàáëþäå�íèÿ ïðåäñòàâëÿþò îãðîìíûé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîëèìåð�íîé [17℄ èëè áèîëîãè÷åñêîé �èçèêîé [14℄. Îíè ïîçâîëèëè ñóùåñòâåííî óëó÷�øèòü ïîíèìàíèå êàê äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ áèîìîëåêóë (ñì. íàïðèìåð ðàáîòû[2, 3, 5, 6, 10, 12�16℄ ïî èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ìîëåêóë ÄÍÊ), òàê è ìåõàíèçìîââçàèìîäåéñòâèÿ áåëêîâ ñ äðóãèìè ìàêðîìîëåêóëàìè [1, 7, 11℄. Ïàðàëëåëüíî ñýêñïåðèìåíòàìè ðàçâèâàëèñü è òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàâøèå ïîâåäåíèåìàêðîìîëåêóë âî âíåøíèõ ïîòîêàõ. Íàèáîëåå ñåðüåçíûõ ðåçóëüòàòîâ íà ýòîì ïó�òè óäàëîñü äîáèòüñÿ ãðóïïå Ñòèâåíà ×ó. Â ðàáîòàõ [3�6, 8, 9, 12, 14℄ ïóòåì ïðÿ�ìûõ ÷èñëåííûõ ñèìóëÿöèé ìîäåëèðîâàëîñü ïîâåäåíèå îòäåëüíûõ ïîëèìåðíûõìàêðîìîëåêóë â ñäâèãîâûõ ïîòîêàõ. Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñòàòèñòèêèîðèåíòàöèé è êîí�îðìàöèé ïîäîáíûõ ìîëåêóë ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [18, 19℄.�àçâèòèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ òàêæå ïîçâîëèëî îñóùåñòâëÿòü ïðÿ�ìûå íàáëþäåíèÿ �ëóêòóàöèé â ìèêðîñêîïè÷åñêèõ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ.Îïèñàíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé2



øèðîêèé è òÿæåëûé êðóã çàäà÷, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðåøåíû â ðàìêàõ êà�êîãî-ëèáî óíèâåðñàëüíîãî ïîäõîäà. Ýòè çàäà÷è äàâíî ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ó÷å�íûõ, è îäíèì èç íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ äîñòèæåíèé ïîñëåäíèõ ëåò â ýòîé îáëà�ñòè áûëî äîêàçàòåëüñòâî �ëóêòóàöèîííîé òåîðåìû, ñâÿçûâàþùåé âåðîÿòíîñòèïðîèçâîäñòâà ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ýíòðîïèè â ñèñòåìå [20�24℄. Ýòàòåîðåìà áûëà óñïåøíî ïîäòâåðæäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ ðÿäà íåðàâíîâåñ�íûõ ñèñòåì ñ ñèëüíûìè �ëóêòóàöèÿì: äëÿ äðåé�óþùèõ êîëëîèäíûõ ÷àñòèö[25℄, äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé [26℄, äëÿ ðàñòÿãèâàåìûõ ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë[27℄. Íà îñíîâå ñëåäñòâèÿ èç �ëóêòóàöèîííîé òåîðåìû, ñîîòíîøåíèÿ Æàðçèí�ñêîãî áûë ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëèìåðíûõìîëåêóë èëè áåëêîâ, â êîòîðîì ðàâíîâåñíûå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê ñâîáîä�íàÿ ýíåðãèÿ èçó÷àþòñÿ â ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíûõ ýêñïåðèìåíòàõ [28�32℄.Ôëóêòóàöèîííàÿ ñèñòåìà ïîçâîëèëà ñ�îðìóëèðîâàòü ðÿä ïðåäñêàçàíèé ïî ñòà�òèñòèêå �ëóêòóàöèé äëÿ áîëüøîãî êðóãà ñèñòåì, íàïðèìåð äëÿ îáúåêòîâ âçàè�ìîäåéñòâóþùèõ ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òåðìîñòàòàìè [33�35℄, áèîëîãè÷åñêèõ ìî�ëåêóëÿðíûõ ìîòîðîâ [36, 37℄, ñèñòåì ñ íåïðåðûâíî ïðîòåêàþùèìè õèìè÷åñêèìèðåàêöèÿìè [38℄.Â 2000 ãîäó áûëî îòêðûòî ÿâëåíèå, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå �Ýëàñòè÷åñêîéòóðáóëåíòíîñòè� [39, 40℄. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ðàçáàâëåííûõ ðàñòâîðàõ ïîëè�ìåðíûõ ìîëåêóë (ñ êîíöåíòðàöèåé ïîëèìåðîâ íà óðîâíå 25 ppm) ìîæåò âîçáóæ�äàòüñÿ õàîòè÷åñêèé ïîòîê ïðè èñ÷åçàþùå ìàëûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà. Áîëüøîåâíèìàíèå ê ýòîìó ÿâëåíèþ îáóñëîâëåíî êàê åãî ïîòåíöèàëüíûìè ïðèëîæåíèÿ�ìè (õàîòè÷åñêèé ïîòîê âîçíèêàþùèé ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà èäåàëüíîïîäõîäèò äëÿ çàäà÷ ïåðåìåøèâàíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ îáúåìîâ ðàñòâîðîâ), òàêè åãî çíà÷èìîñòüþ ñ òî÷êè çðåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé �èçèêè. Õàîòè÷åñêèå ïî�òîêè, âîçíèêàþùèå â ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòèêè,êàðäèíàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ïîòîêîâ, íàáëþäàåìûõ â îáû÷íûõ òóðáóëåíòíûõòå÷åíèÿõ, è ïîýòîìó òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿ èõ ñâîéñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îò�3



äåëüíóþ, íîâóþ îáëàñòü ãèäðîäèíàìèêè. Ïîâåäåíèå ïîëèìåðîâ â ñëó÷àéíûõïîòîêàõ àêòèâíî èçó÷àëîñü åùå ñî âòîðîé ïîëîâèíû 20ãî âåêà, êîãäà áûëî îáíà�ðóæåíî, ÷òî ñâîéñòâà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ñèëüíî ìåíÿþòñÿ ïðè äîáàâëåíèèâ íåå íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïîëèìåðà [41℄. Ýòîò ý��åêò àêòèâíî èñïîëüçóåò�ñÿ â èíäóñòðèè, íî äî ñèõ ïîð íå ïîñòðîåíî íèêàêîé êîëè÷åñòâåííîé òåîðèè,îïèñûâàþùåé åãî, ñóùåñòâóþò òîëüêî êà÷åñòâåííûå îáúÿñíåíèÿ [42℄. Â ðàáî�òàõ [43, 44℄ ðàññìàòðèâàëîñü ïîâåäåíèå îòäåëüíûõ ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë â ñòà�òèñòè÷åñêè èçîòðîïíûõ ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõ, è ïîêàçàíî, ÷òî â òàêîé ñèñòåìåìîæåò íàáëþäàòüñÿ òàê íàçûâàåìûé 
oil-stret
h ïåðåõîä, êîãäà ïðè èçìåíåíèèñèëû ïîòîêà êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëèìå�ðà ïî äëèíàì: ïðè ñëàáûõ ïîòîêàõ áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ïîëèìåð ïðîâîäèòâ ñâåðíóòîì ñîñòîÿíèè, â òî âðåìÿ êàê â ñèëüíûõ áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè îíîêàçûâàåòñÿ âûòÿíóò. Ý��åêò ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè áûë ðàññìîòðåí âòåîðåòè÷åñêèõ ðàáîòàõ [45�47℄, â êîòîðûõ ýëàñòè÷åñêèå íåóñòîé÷èâîñòè òàêæåñâÿçûâàëèñü ñ 
oil-stret
h ïåðåõîäîì.Ïðîáëåìà ïåðåìåøèâàíèÿ ðàñòâîðîâ âî âíåøíèõ ïîòîêàõ ïðèâëåêàëà ïîâû�øåííîå âíèìàíèå êàê èç-çà åå �óíäàìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ, òàê è áëàãîäàðÿìíîãî÷èñëåííûì ïðèêëàäíûì ïðèëîæåíèÿì. Ñêîðîñòü ïåðåìåøèâàíèÿ ïðèìå�ñåé âî âíåøíèõ òå÷åíèÿõ ñèëüíî çàâèñèò îò òèïà ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà,âîçáóæäåííîãî â æèäêîñòè. Â ïîñëåäíèå ãîäû òåîðåòèêàì óäàëîñü ñóùåñòâåííîïðîäâèíóòüñÿ â èçó÷åíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîëÿ ñêîðîñòè, èñïîëüçîâàâ�øèåñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïàññèâíûõ îáúåêòîâ â òóðáóëåíòíûõ è õàîòè÷å�ñêèõ ïîëÿõ [48, 49℄. Â ðàìêàõ ýòèõ ìîäåëåé áûëî, â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíî ðàçìå�øèâàíèå ïàññèâíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé, ê êîòîðûì ìîæíî îòíåñòè êîíöåíòðàöèèðàçáàâëåííûõ ðàñòâîðîâ èëè ïîëå ñëàáûõ �ëóêòóàöèé òåìïåðàòóðû. Îòëè÷è�òåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàçìåøèâàíèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà âáëèçè ãðàíèö ñîñóäàÿâëÿåòñÿ ãëàäêîñòü ïîëÿ ñêîðîñòè â ýòîé îáëàñòè. �àçìåøèâàíèå ïàññèâíîãî ñêà�ëÿðà â ãëàäêèõ ïîëÿõ ñêîðîñòè áûëî âïåðâûå ðàññìîòðåíî â ðàáîòàõ Áàò÷åëîðà4



[50℄ è Êðàé÷íàíà [51�53℄, â êîòîðûõ áûëè ñîîòâåòñòâåííî ðàññìîòðåíû ñëó÷àèïîëåé ñ áîëüøèì è ìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè. Îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíîåâðåìÿ êîððåëÿöèè áûëî ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [54℄. Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ ðàñ�ñìàòðèâàëñÿ íåîãðàíè÷åííûé ïîòîê, è ñêàëÿð ñî ñòàöèîíàðíîé ñòàòèñòèêîé,êîòîðàÿ âîçíèêàëà â ðåçóëüòàòå óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìåæäó ïðîöåññàìèíàêà÷êè è äè��óçèè. Ñâîéñòâà ðàñïàäà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â íåîãðàíè÷åííûõïîòîêàõ òàêæå õîðîøî èçâåñòíû. Â ðàáîòå [55℄ ïîêàçàíî, ÷òî â èíåðöèîííîì èí�òåðâàëå çàòóõàíèå ñêàëÿðà îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííûìè çàêîíàìè. Ïîìèìî ýòîãîèçó÷àëàñü çàäà÷à î çàòóõàíèè ñêàëÿðà â âÿçêîì èíòåðâàëå ìàñøòàáîâ, âíóòðèêîòîðîãî ïîëå ñêîðîñòè ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ãëàäêèì (ñì. íàïðèìåð [56℄). Â ðà�áîòàõ [57, 58℄ ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàñïàä ïðîèñõîäèò ýêñïîíåíöèàëüíîáûñòðî. Ïîäîáíûé àíàëèç òàêæå ïðèìåíèì è ê ïîòîêàì, âîçíèêàþùèì â ýëàñòè�÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè. Â ðàáîòå [59℄ ðàññìàòðèâàëñÿ îáùèé ñëó÷àé, â êîòîðîìó÷èòûâàëèñü êàê èíåðöèîííûé, òàê è âÿçêèé èíòåðâàë. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïàäïàññèâíîãî ñêàëÿðà îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì âèõðÿìè èç èíåðöèîííîãî èíòåð�âàëà è îïèñûâàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ñòåïåííûì çàêîíîì.Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ îïðåäåëåííûå çàäà÷è âîçíèêàþùèå â êîíòåêñòåý��åêòîâ, îïèñàííûõ âûøå.Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå ïîëèìåðà âî âíåøíèõ ïîòîêàõ ñîñðåäíåé ñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé. Òàêàÿ çàäà÷à åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â ýêñïå�ðèìåíòàõ ïî ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè. Â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ ìû íå ó÷è�òûâàåì îáðàòíóþ ðåàêöèþ ïîëèìåðà íà ïîòîê, à èçó÷àåì äèíàìèêó ïàññèâíîãîïîëèìåðà. Èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ îïèñûâàòü äèíàìèêó ïî�ëèìåðíîé ìîëåêóëû â õàîòè÷åñêèõ è ñòàöèîíàðíûõ ïîëÿõ ñêîðîñòè ñî ñðåäíåéñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé. Ïðåäñòàâëåíî êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ïîëè�ìåðà, â ÷àñòíîñòè ÿâëåíèÿ tumbling. �àññìîòðåíû äâå ìîäåëè õàîòè÷åñêîé êîì�ïîíåíòû âíåøíåãî ïîòîêà, îäíà èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àéíîìó ïîëþ îá�ùåãî ïîëîæåíèÿ, à äðóãàÿ ïðåäïîëàãàåò èçîòðîïíóþ, äåëüòà-êîððåëèðîâàííóþ5



ñòàòèñòèêó ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ïîòîêà. Äëÿ çàäà÷è ñî ñòàöèîíàðíûì ïîòî�êîì íàéäåíà ïîëíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëèìåðà, îïèñûâàþ�ùàÿ îäíîâðåìåííóþ ñòàòèñòèêó êàê åãî äëèíû, òàê è îðèåíòàöèè. Èññëåäîâàíàçàâèñèìîñòü �îðìû �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò ÷èñëà Âàéññåíáåðãà, õàðàêòå�ðèçóþùåãî îòíîñèòåëüíóþ ìîùíîñòü âíåøíåãî ïîòîêà. Â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîãîâíåøíåãî ïîòîêà ñíà÷àëà èçó÷àåòñÿ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ îðèåíòàöèèïîëèìåðà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ñäâèãîâîé êîìïîíåíòû. Ïîêàçàíî, ÷òî �óíê�öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà φ (îòâå÷àþùåãî çà îðèåíòàöèþ ïîëèìåðà âíóòðè ïëîñ�êîñòè ñäâèãîâîé êîìïîíåíòû) àñèììåòðè÷íà, è ñêîíöåíòðèðîâàíà â îáëàñòè óã�ëîâ φ ∼ φt ≪ 1. Íàéäåíû óíèâåðñàëüíûå àñèìïòîòèêà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Pφ, ñâÿçàííàÿ ñ äåòåðìèíèñòñêîé äèíàìèêîé ïîëèìåðà: Pφ ∼ sin−2 φ. Äëÿ ìî�äåëè ñ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîé êîìïîíåíòîé ïîëÿ ñêîðîñòè ïîëó÷åíî òî÷íîåâûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Pφ. Äàëåå, ðàññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèþðàñïðåäåëåíèÿ óãëà θ, ñâÿçàííîãî ñ îòêëîíåíèåì ïîëèìåðà îò ïëîñêîñòè ñäâè�ãîâîãî ïîòîêà. Ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíîå òåëî �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîíöåí�òðèðîâàíî â îáëàñòè |θ| ∼ φt, à àñèìïòîòèêè ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèì îòêëî�íåíèÿì ñîñòîÿò èç äâóõ âêëàäîâ: äåòåðìèíèñòñêîãî Pθ ∼ θ−2 è ñòîõàñòè÷åñêîãî
Pθ ∼ θ−a, â êîòîðîì êîíñòàíòà a íå óíèâåðñàëüíà è çàâèñèò îò �óíêöèè Êðà�ìåðà, ñâÿçàííîé ñî ñòàòèñòèêîé ïîëÿ ñêîðîñòè. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí ïðîâîðîòà ïîëèìåðà T . èìååò ïèê â îáëàñòè T ∼ (sφt)

−1,ãäå s - àìïëèòóäà ñäâèãîâîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè. Íàéäåíû àñèìïòîòèêè�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ PT â ñëó÷àÿõ T ≫ (sφt)
−1 è T ≪ (sφt)

−1. Â êîíöå ïåð�âîé ãëàâû èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ïîëèìåðà
P (R) îò ÷èñëà Âàéññåíáåðãà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïà�ðàìåòðà ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïî êðàéíåé ìåðå òðè êà÷åñòâåííî ðàçíûõ �îðìû
P (R). Â êàæäîé èç ýòèõ ñèòóàöèé èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïîâåäåíèÿ,ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì îáëàñòÿì.Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñòàòèñòèêà ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè ïîëèìåðîì,6



íàõîäÿùèìñÿ âî âíåøíåì ñòàöèîíàðíîì ïîòîêå. Ââåäåíî äâà òèïà ýíòðîïèè -êîí�èãóðàöèîííàÿ è òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ, è ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëå�íèÿ âåëè÷èíû ïðîèçâåäåííîé ýíòðîïèè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ïðèíèìàåò �îð�ìó, ïðåäñêàçûâàåìóþ òåîðèåé áîëüøèõ îòêëîíåíèé. Ïðåäëîæåíî äâà ìåòîäàâû÷èñëåíèÿ �óíêöèè Êðàìåðà, âõîäÿùåé â �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïîêà�çàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïëàíàðíûõ ïîòîêîâ âûïîëíÿåòñÿ �ëóêòóàöèîííàÿ òåîðåìà,íàêëàäûâàþùàÿ îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà àñèìïòîòèêè �óíêöèè Êðàìåðà.Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåøèâàíèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðàõàîòè÷åñêèìè è òóðáóëåíòíûìè ïîòîêàìè â ïðèãðàíè÷íîé îáëàñòè. Ïîäîáíàÿçàäà÷à òàêæå ìîòèâèðîâàíà ýêñïåðèìåíòàìè ïî ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè,à òàêæå ðàáîòàìè [59, 60℄, â êîòîðûõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàçìåøèâàíèå ñêàëÿðàïðîèñõîäèò îñîáåííî ìåäëåííî âáëèçè ãðàíèö ñîñóäîâ. Èññëåäóþòñÿ äâå ïðèí�öèïèàëüíî ðàçíûå ñèòóàöèè: ðàñïàäíàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàïðèìåð ðàçìåøè�âàíèþ ïîëÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà ñêàëÿðà ÿâëÿåòñÿñóùåñòâåííî íåñòàöèîíàðíîé. Ïðèìåðîì âòîðîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçìåøèâà�íèå ïîëÿ òåìïåðàòóð. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàòèñòèêà ñêàëÿðà ìîæåò áûòü îïèñà�íà êâàçèñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èññëåäóþòñÿ ñðåäíèåâûñîêèõ ìîìåíòîâ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà, ïîâåäåíèå êîòîðûõ áóäåò óêàçûâàòü íàñèëüíóþ ïåðåìåæàåìîñòü â ñèñòåìå. Âûâåäåíî óðàâíåíèå íà ïàðíóþ êîððåëÿöè�îííóþ �óíêöèþ è âû÷èñëèì îäíîòî÷å÷íóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàññèâíîãîñêàëÿðà. Â êîíöå ãëàâû áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ îáîùàåòñÿ òàêæå íà ñèñòåìó,â êîòîðîé ðàçìåøèâàíèå ïðîèñõîäèò â òðóáå ñ õàîòè÷åñêèì ïîòîêîì. Ïîäîáíàÿñèñòåìà èñïîëüçîâàëàñü â ýêñïåðèìåíòàõ [61℄.
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�ëàâà 1Äèíàìèêà ïîëèìåðíûõ ìîëåêóëÂ ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ïîëèìåðíîé ìîëåêóëû âî âíåøíèõ ïîòî�êàõ ñî ñðåäíåé ñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé. �àññìîòðåíû ñëó÷àè ñòàöèîíàðíûõ èñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ, âû÷èñëåíû ðàçëè÷íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, õàðàêòå�ðèçóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà äèíàìèêè. Â ÷àñòíîñòè, ïðîàíàëèçèðîâàíû�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ îðèåíòàöèè ïîëèìåðà, åãî äëèíû, âðåìåíè ïðî�âîðîòà â ïëîñêîñòè ñäâèãîâîãî ïîòîêà.1.1. Ìîäåëè ïîëèìåðà è âíåøíåãî ïîòîêàÂ ëèòåðàòóðå èñïîëüçîâàëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõîïèñûâàòü ïîâåäåíèå ìàêðîìîëåêóë, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõñèë èëè ïîãðóæåííûõ âî âíåøíèå ïîòîêè. Áîëüøèíñòâî èç ýòèõ ìîäåëåé äî�ñòàòî÷íî ñëîæíû, ïîýòîìó èñïîëüçóþòñÿ ëèáî â ÷èñëåííûõ ñèìóëÿöèÿõ, ëèáîäëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ðàâíîâåñíûõ ñâîéñòâ ïîëèìåðîâ. Ïîñêîëüêó âýòîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñèëüíî íåðàâíîâåñíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ïîëèìå�ðà, â êà÷åñòâå áàçîâîé ìîäåëè âûáðàíà òàê íàçûâàåìàÿ �ãàíòåëüíàÿ� (dumbbell)ìîäåëü ïîëèìåðà. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïîëèìåðàèñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíà îñíîâíàÿ ìîäà, îòâå÷àþùàÿ ðàñòÿæåíèþ ìîëåêóëû.Ôîðìàëüíî, â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ïîëèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ãðóçà, ñî�åäèíåííûõ â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíîé ïðóæèíîé. Äèíàìèêà îòäåëüíûõ ãðóçîâîïðåäåëÿåòñÿ èç áàëàíñà òðåõ ñèë: Ñòîêñîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñî ñòîðîíû âíåø�íåé æèäêîñòè, ñèëû íàòÿæåíèÿ ïðóæèíû (êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ðåëàêñàöèè ïîëè�ìåðà) è Ëàíæåâåíîâñêèõ ñèë, èìåþùèõ òåïëîâóþ ïðèðîäó, è îáåñïå÷èâàþùèõïðàâèëüíûé ðàâíîâåñíûé ðàçìåð ïîëèìåðà. Ïîñêîëüêó â ýêñïåðèìåíòàõ õàðàê�òåðíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà, ñâÿçàííîå ñ äèíàìèêîé ïîëèìåðà èñ÷åçàþùå ìàëî,8



ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èíåðöèîííûìè ý��åêòàìè. Ïîýòîìó, îñíîâíîå óðàâíåíèå,îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ïîëèìåðíîé ìîëåêóëû èìååò ñëåäóþùèé âèä:
Ṙi = σijRj −

f(R)

τ
Ri +

√

R2
T

3τ
ξi(t). (1.1)Â ýòîì óðàâíåíèè âåêòîð Ri ñâÿçûâàåò äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíöà ïîëèìåðà,à σij = ∂ivj - ìàòðèöà ãðàäèåíòîâ ïîëÿ ñêîðîñòè. Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ ñâÿçàí ñ Ñòîêñîâûìè ñèëàìè ñîïðîòèâëåíèÿ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè.Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî íà ìàñøòàáàõ ïîëèìåðà ïî�ëå ñêîðîñòè vi ìîæíî ñ÷èòàòü ãëàäêèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ñîâðåìåííûõýêñïåðèìåíòîâ. Âòîðîé ÷ëåí ñâÿçàí ñ ðåëàêñàöèåé ïîëèìåðà. Âðåìÿ τ íàçû�âàåòñÿ âðåìåíåì ðåëàêñàöèè ïîëèìåðà. Ôóíêöèÿ f(R) ó÷èòûâàåò íåëèíåéíûåý��åêòû, íå ïîçâîëÿåò ïîëèìåðó ðàñòÿíóòñÿ íà äëèíó áîëüøóþ ìàêñèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ Rm. ßâíûé åå âèä áóäåò îáñóæäàòüñÿ íèæå, çäåñü ìû îòìåòèì, ÷òî âîáëàñòè R ≪ Rm ìîæíî ñ÷èòàòü f(R) = 1, â òî âðåìÿ êàê ïðè R → Rm ý��åê�òèâíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ/f(R) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: limR→Rm

f(R) = ∞. Íàêî�íåö, ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1) ñâÿçàí ñ Ëàíæåâåíîâñêèìèñèëàìè. Â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè, â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîòîêà ñðåäíå-êâàäðà�òè÷íîå çíà÷åíèå äëèíû ïîëèìåðà ðàâíî RT . Ôóíêöèè ξi(t) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè�ìûìè ãàóññîâñêèìè äåëüòà-êîððåëèðîâàííûìè ïðîöåññàìè:
〈ξi(t)ξj(t

′)〉 = δijδ(t − t′) (1.2)Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïîëèìåðíîé ìîëåêó�ëûRm ìíîãî áîëüøå åå ðàâíîâåñíîãî ðàçìåðà:Rm ≫ RT . Êîãäà äëèíà ïîëèìåðàïðèáëèæàåòñÿ ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïðèáëèæåíèå ëèíåéíîé ðåëàêñàöèèïåðåñòàåò ðàáîòàòü è ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåòðèâèàëüíóþ çàâèñè�ìîñòü f(R). Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ïðèáëèæåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè ýòóíåëèíåéíîñòü ÿâëÿþòñÿ ìîäåëü FENE (�nitely extensible nonlinear elasti
) , êî�òîðàÿ áûëà ââåäåíà íà ñèíòåòè÷åñêèõ ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë ïîëèýòèëåíîêñèäà9



è ïîëèàêðèëàìèäà [62℄, à òàêæå ïðåäëîæåííàÿ íåäàâíî ìîäåëü Ìàðêî-Ñèäæèÿ[63℄, êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷åíà èç àíàëèçà ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàñòÿæåíèþ ìîëåêóëÄÍÊ. Â ðàìêàõ ýòèõ ìîäåëåé �óíêöèÿ f(R) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
fFENE(R) =

1

1 − (R/Rm)2 (1.3)
fMS(R) =

2

3
− Rm

6R
+

Rm

6R (1 − R/Rm)2 (1.4)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ R ≪ Rm è |R − Rm| ≪ Rmîáå ýòè ìîäåëè äåìîíñòðèðóþò îäèíàêîâîå ïîâåäåíèå, ïîýòîìó âûáîð êàêîé-òîêîíêðåòíîé ìîäåëè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû.1.2. Êà÷åñòâåííûé àíàëèçÄèíàìèêà ïîëèìåðíîé ìîëåêóëû, ïîìåùåííîé âî âíåøíåå ïîëå ñêîðîñòèñèëüíî çàâèñèò îò ÷èñëà Âàéññåíáåðãà Wi, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê Wi = Λτ ,ãäå Λ - õàðàêòåðíûé ãðàäèåíò âíåøíåãî ïîëÿ ñêîðîñòè, à τ - âðåìÿ ðåëàêñàöèèïîëèìåðà. Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Âàéññåíáåðãà, ïîëèìåðïðîâîäèò áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè â ñâåðíóòîì ñîñòîÿíèè, âåðîÿòíîñòü íàáëþ�äåíèÿ ïîëèìåðà â ñèëüíî âûòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàâëåíà. Îä�íàêî, â ñëó÷àå Wi & 1 ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ îáðàòíîé: áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíèäëèíà ïîëèìåðà îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ê Rm. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé êîíêðåòíîé ðå�àëèçàöèè âíåøíåãî ïîòîêà ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå ÷èñëî ÂàéññåíáåðãàWic ∼ 1ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò îäíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãî�ìó. Ýòîò ïåðåõîä èçâåñòåí êàê 
oil-stret
h transition, è áûë âïåðâûå ïðåäñêàçàíâ òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîòàõ Äå Æåíà è Õèí÷à [44, 64℄. Â ðàáîòå Äå Æåíà ðàññìàò�ðèâàëñÿ ñòàöèîíàðíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîòîê äëÿ êîòîðîãî ∂xvy = −∂yvx = Λ.Àíàëèçèðóÿ óðàâíåíèå (1.1) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäïðîèñõîäèò ïðè Wic = Λτ = 1. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ 
oil-stret
hïåðåõîäà áûëè âïåðâûå ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [65, 66℄ â êîòîðûõ èçó÷àëèñü10



ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèìåðíûõ ðàñòâîðîâ. Ïðÿìûå íàáëþäåíèÿ 
oil-stret
hïåðåõîäà áûëè îñóùåñòâëåíû ãðóïïîé Ñòèâåíà ×ó [67℄, êîòîðûå èçó÷àëè ïîâåäå�íèå îòäåëüíûõ ìîëåêóë ÄÍÊ â ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîòîêàõ. Äèíàìèêà ïîëèìåðàâ õàîòè÷åñêèõ ïîòîêàõ èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [42, 43, 45, 46℄, ãäå áûëî òàêæå ïðåä�ñêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Âàéññåíáåðãà Wic = λτ = 1, ãäå λ- ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû, õàðàêòåðèçóþùèé ñëó÷àéíûéïîòîê. Ýêñïåðèìåíòàëüíî 
oil-stret
h ïåðåõîä â ñëó÷àéíûõ òå÷åíèÿõ áûë çàðå�ãèñòðèðîâàí â ðàáîòàõ �åðàùåíêî è Øòàéíáåðãà [15℄.Ïîâåäåíèå ìàêðîìîëåêóë â ñäâèãîâûõ ïîòîêàõ ïðèâëåêàëî îñîáîå âíèìàíèåèññëåäîâàòåëåé ïîñêîëüêó ïîäîáíûå ïîòîêè íàáëþäàþòñÿ â åñòåñòâåííûõ óñëî�âèÿõ âáëèçè ñòåíîê ñîñóäîâ. Áîëüøàÿ ñäâèãîâàÿ êîìïîíåíòà ïðèñóòñòâóåò â ïî�òîêàõ æèäêîñòè, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåîëîãè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, îíà æå ÿâëÿ�åòñÿ íåîáõîäèìûì àòðèáóòîì äëÿ âîçáóæäåíèÿ ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè.Ïîëèìåð, ïîìåùåííûé â ïîòîê ñ ñèëüíîé ñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé âûòÿãèâàåò�ñÿ â íàïðàâëåíèè ïîòîêà. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ïîëîæåíèåðàâíîâåñèÿ ïîëèìåðà (ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîëåêóëå, ðàñòÿíóòîé ïàðàëëåëüíî íà�ïðàâëåíèþ ïîòîêà) ÿâëÿåòñÿ íå óñòîé÷èâûì. Ïîýòîìó ëþáûå âíåøíèå âîçìó�ùåíèÿ, íàïðèìåð òåïëîâûå øóìû èëè �ëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòè ïðèâîäÿò êâûâîäó ïîëèìåðà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, åãî äàëüíåéøåìó ïðîêðó÷èâàíèþíà óãîë π. Äâèæåíèå ïîëèìåðà, ñîñòîÿùèå èç âûòÿãèâàíèé âäîëü íàïðàâëåíèÿïîòîêà, è ïîñëåäóþùèõ àïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðîêðó÷èâàíèé èçâåñò�íî â ëèòåðàòóðå ïîä òåðìèíîì tumbling. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷åíû ðàçëè÷íûåñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîãî ïîâîðîòíîãî äâèæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè èññëåäîâàíû�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè ïîëèìåðíîé ìîëåêóëû, âðåìåíè ïîâîðîòà,ðàñòÿæåíèÿ ïîëèìåðà. �àññìàòðèâàåòñÿ òðè �èçè÷åñêè ðàçíûõ ñèòóàöèè:
• Ïîëèìåð, ïîìåùåííûé â ñòàöèîíàðíûé ñäâèãîâûé ïîòîê. Ìàòðèöà ãðà�äèåíòîâ ïîëÿ ñêîðîñòè òàêîãî ïîòîêà σ0

ij = ∂jvi èìååò åäèíñòâåííóþ íå11



íóëåâóþ êîìïîíåíòó σ0
xy = s.

• Ïîëèìåð â ñëó÷àéíîì ïîòîêå ïîëÿ ñêîðîñòè ñ íåíóëåâîé ñðåäíåé ñäâè�ãîâîé êîìïîíåíòîé. Ìàòðèöà ãðàäèåíòîâ ïîëÿ ñêîðîñòè èìååò âèä σij =

σ0
ij+σ̃ij(t), ãäå σ̃ij(t) - ãðàäèåíò ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè. Ïðèýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ñòàòèñòèêà ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòûïîëÿ ñêîðîñòè è åäèíñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ åå îòíîñèòåëü�íàÿ ìàëîñòü ïî-ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé ñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé.

• Ïîëèìåð â ñäâèãîâîì ïîòîêå ñî ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòîé, îáëàäàþùåé ãàóñ�ñîâîé, èçîòðîïíîé äåëüòà-êîððåëèðîâàííîé ñòàòèñòèêîé.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âòîðàÿ è òðåòüÿ ñèòóàöèè ìîòèâèðîâàíû îäíîé è òîéæå çàäà÷åé (èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ïîëèìåðà â õàîòè÷åñêîì ïîòîêå, âîçíèêà�þùåì â ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè), îäíàêî àíàëèç âòîðîé ñèòóàöèè ÿâëÿåò�ñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè êà÷åñòâåííûì, õîòÿ è ñïðàâåäëèâûì äëÿ ïðîèçâîëüíîéñòàòèñòèêè ïîëÿ ñêîðîñòè, â òî âðåìÿ êàê ìîäåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàí�íûå äëÿ òðåòüåé ñèòóàöèè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííûå ïðåäñêàçàíèÿ,ïîäòâåðæäàþùèå è ïðîâåðÿþùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïðîèçâîëüíîãîïîòîêà.Äëÿ èçó÷åíèÿ ñòàòèñòèêè íàïðàâëåíèé ïîëèìåðíîé ìîëåêóëû èìååò ñìûñëââåñòè äâà óãëà, ïàðàìåòðèçóþùèå åå îðèåíòàöèþ ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãîâîéêîìïîíåíòå ïîëÿ ñêîðîñòè. Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîñäâèãîâîå ïîëå ñêîðîñòè íàáëþäàåòñÿ â ïëîñêîñòè xy, ïðè÷åì åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà ìàòðèöû ãðàäèåíòîâ ðàâíà σ0
xy = s. Ââåäåì äâà óãëà θ, φñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rx = R cos θ cosφ, (1.5)
Ry = R cos θ sinφ, (1.6)
Rz = R sin θ (1.7)12



ãäå Ri - âåêòîð ñîåäèíÿþùèé äâà êîíöà ïîëèìåðà, ââåäåííûé â óðàâíåíèè (1.1),à R - åãî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå, òî åñòü òåêóùèé ðàçìåð ïîëèìåðà. �åîìåòðè÷å�ñêèé ñìûñë óãëîâ θ, φ ïîíÿòåí èç ðèñóíêà 1.1. Óãîë φ ïîêàçûâàåò îðèåíòàöèþïîëèìåðà â ïëîñêîñòè ñäâèãîâîãî ïîòîêà, â òî âðåìÿ êàê óãîë θ ñâÿçàí ñ îòêëî�íåíèåì ìîëåêóëû îò ýòîé ïëîñêîñòè.1.3. Ïîëèìåð â ñòàöèîíàðíîì ïîëå ñêîðîñòè
PSfrag repla
ements

~R

x
yz

φ

θ

�èñ. 1.1. Ñõåìà, èëëþñòðèðóþùàÿ îðèåíòà�öèþ ïîëèìåðà îòíîñèòåëüíîãî ñäâèãîâîé êîì�ïîíåíòû ïîòîêà æèäêîñòè.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ ñîñòàöèîíàðíûì òå÷åíèåì, êîãäà ñëó�÷àéíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ ñêîðîñòè îò�ñóòñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ ñòî�õàñòè÷íîñòü äâèæåíèÿ ïîëèìåðà ñâÿ�çàíà ñ Ëàíæåâåíîâñêèìè øóìàìè âóðàâíåíèè (1.1). Ïîëèìåð íàõîäèòñÿâ ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿ�íèè, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ âåðîÿò�íîñòíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåê�òîðà R:
Pst(r) = 〈δ(r − R)〉 (1.8)Çäåñü óñðåäíåíèå ïðîèñõîäèò ïî òåïëîâûì øóìàì ξi(t). Ôèçè÷åñêè âûðàæåíèå

P (r)drxdrydrz ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ìîëåêóëó â ñîñòî�ÿíèè, ãäå êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ri < Ri <

ri + dri. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Pst(r) óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàðíîìó óðàâíå�íèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà:
[

−f(r)

τ

∂

∂ri
ri + s

∂

∂rx
ry −

R2
T

6τ
∆r

]

Pst(r) = 0, (1.9)13



ãäå ∆r - ýòî Ëàïëàñèàí, ïîñòðîåííûé èç ïðîèçâîäíûõ ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà
r. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ëåãêî ðåøèòü â ñëó÷àå êîãäà f(r) = 1, òî åñòü êîãäàðàçìåð ïîëèìåðà ìíîãî ìåíüøå åãî ìàêñèìàëüíîé äëèíû. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ(1.9), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ íîðìèðîâêè ∫

drPst(r) = 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ�ùàÿ ãàóññîâñêàÿ �óíêöèÿ:
P (r) = (2π)−3/2(det I)−1/2 exp

[

−1

2
rT I−1r

] (1.10)
I =

R2
T

3











1 + Wi2/2 Wi/2 0

Wi/2 1 0

0 0 1











, (1.11)ãäå ÷èñëî Âàéññåíáåðãà îïðåäåëåíî êàê Wi = sτ , à êîîðäèíàòíûå îñè â ìàò�ðèöå I óïîðÿäî÷åíû êàê x, y, z. Èç ýòîãî âèäà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿíàïðÿìóþ ñëåäóþò âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ �ëóêòóàöèé âåêòîðà
R:

〈R2
x〉 =

(

1 +
Wi2

2

)

R2
T

3
(1.12)

〈R2
y〉 = 〈R2

z〉 =
R2

T

3
(1.13)Âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Âàéññåíáåðãà, êîãäà Wi ≫ 1 ïîëèìåðäåéñòâèòåëüíî îêàçûâàåòñÿ âûòÿíóò âäîëü îñè x, òàê êàê 〈R2

x〉 ≫ 〈R2
y〉, 〈R2

z〉.Îðèåíòàöèîííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Pang(θ, φ) ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæå�íèÿ (1.10) ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìîäóëþ âåêòîðà r:
Pang(θ, φ) = C

cos θ
{

1 − cos2 θ
4+Wi2

[

Wi2 cos(2φ) + 2Wi sin(2φ)
]

}3/2
, (1.14)ãäå C - íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, îáåñïå÷èâàþùàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ∫

dθdφPang(θ, φ) = 1. (1.15)Èç âûðàæåíèÿ (1.14) âèäíî, ÷òî �óíêöèÿ Pang(θ, φ) ñèììåòðè÷íà ïî îòíîøå�íèþ ê îáðàùåíèþ θ → −θ, íî íå ñèììåòðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíå φ → −φ.14



Ïèê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ íà òî÷êó θ = 0, φ = φ0 > 0. Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîöåññû ïðèáëèæåíèÿ ê ïîëóóñòîé÷èâîé òî÷êå ðàâíîâåñèÿñ θ = 0, φ = 0 è ïîñëåäóþùåãî ïðîâîðà÷èâàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè.Ïîëèìåð ïðîâîäèò áîëüøå âðåìåíè ïðèáëèæàÿñü ê òî÷êå ðàâíîâåñèÿ. Ïðè áîëü�øèõ ÷èñëàõ Âàéññåíáåðãà õàðàêòåðíûå óãëû îòêëîíåíèÿ ïîëèìåðà îò ãëàâíîéîñè ïîòîêà x ìàëû è ìîãóò áûòü îöåíåíû êàê θ, φ ∼ φ0 ∼ Wi−1 ≪ 1. Ïðèýòîì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �õâîñòîâ� �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñëå�äóþùèé âèä: â îáëàñòè φ0 ≪ θ ≪ 1 ñïðàâåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ Pst(θ, φ) ∝ θ−2,â òî âðåìÿ êàê â îáëàñòè φ ≫ θ ∼ φ0 �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåäåò ñåáÿ êàê
Pang(θ, φ) ∝ sin−2(φ).Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ïîëèìåðà Pel(R) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç(1.10) èíòåãðèðîâàíèåì ïî óãëàì θ, φ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò èíòåãðàë íå ìîæåòáûòü âûðàæåí â ñïåöèàëüíûõ �óíêöèÿõ. Îäíàêî, ïðîñòûå âûðàæåíèÿ ìîãóòáûòü ïîëó÷åíû â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ Wi ≪ 1 è Wi ≫ 1. Ïðè èñ÷åçàþùåìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Âàéññåíáåðãà ïîòîê ïðàêòè÷åñêè íå ðàñòÿãèâàåò ïîëè�ìåð, ïîýòîìó �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî äëèíàì ïîëèìåðà â ãëàâíîì ïîðÿäêåñîâïàäàåò ñ ðàâíîâåñíîé:

Pel(R) =

√

2

π

R2

R3
T

exp

(

− R2

2R2
T

)

. (1.16)Â îáðàòíîì ïðåäåëå Wi ≫ 1, â ñèñòåìå åñòü ñèëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ, òàê êàêïîëèìåð ïðîâîäèò áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè âûòÿíóòûì âäîëü îñè x. Ïîýòîìóâ ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü R = Rx, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìóðåçóëüòàòó:
Pel(R) =

√

12

π(2 + Wi2)

1

RT
exp

[

− 3R2

(2 + Wi2)R2
T

]

. (1.17)
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1.4. Ïîëèìåð â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõÂ ýòîé ñåêöèè ìû ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîëèìåðà â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõ,ñ áîëüøîé ñðåäíåé ñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé. Ïîäîáíûå ïîòîêè âîçíèêàþò ïðèèññëåäîâàíèè ý��åêòà ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè [39, 40, 68, 69℄. Ìû áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî �ëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòè îêàçûâàþò áîëüøåå âëèÿíèå íàäâèæåíèå ïîëèìåðà, íåæåëè Ëàíæåâåíîâñêèå øóìû. Áîëåå òîãî, ìû áóäåì â îñ�íîâíîì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèè êîãäà ïîëèìåð äîñòàòî÷íî ñèëüíî âûòÿíóò, òàê÷òî åãî îðèåíòàöèÿ ìîæåò áûòü êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîñäâèãîâîé êîìïîíåíòå ïîëÿ ñêîðîñòè ïîëèìåð ïðîâîäèò áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíèîðèåíòèðîâàííûì â íàïðàâëåíèè, áëèçêîì ê íàïðàâëåíèþ ñäâèãîâîãî ïîòîêà.Âðåìÿ îò âðåìåíè �ëóêòóàöèè âáëèçè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïðåðûâàþòñÿ áûñò�ðûìè ïðîâîðîòàìè ïîëèìåðà, ïîñëå êîòîðûõ åãî îðèåíòàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðî�òèâîïîëîæíóþ. Ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà èññëåäîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâýòèõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè ïîëó÷èì, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âûðàæåíèÿäëÿ ñòàöèîíàðíûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ îðèåíòàöèè ïîëèìåðà, èçó÷èìñòàòèñòèêó ðàñòÿæåíèé ïîëèìåðà. Ïîìèìî ýòîãî ìû ïîëó÷èì ïðåäñêàçàíèÿ íàâèä �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìèïðîâîðîòàìè ïîëèìåðà.Ñëó÷àéíûé ïîòîê ïîëÿ ñêîðîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàòðèöåé ãðàäèåíòîâ
σij(t) = ∂jVi = sδiXδjY + σ̃ij(t), (1.18)â êîòîðîé ïåðâûé ÷ëåí ñâÿçàí ñî ñðåäíåé ñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé ïîëÿ ñêîðîñòè,à âòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ êîìïîíåíòó. Ñ òàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâàñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû, âîçíèêàþùåé â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî ýëàñòè÷å�ñêîé òóðáóëåíòíîñòè ïðàêòè÷åñêè íå èçâåñòíû. Èç íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòèñëåäóåò áåññëåäîâîñòü ìàòðèöû σ. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî çàêëþ÷èòü,÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ êîððåëÿöèè ïîòîêà τσ ìîæåò áûòü îöåíåíî ÷åðåç ñðåä�íþþ Ëÿïóíîâñêóþ ýêñïîíåíòó λ̄, ñâÿçàííóþ ñ ýòèì ïîòîêîì τσ ∼ λ̄−1. Â äàëü�16



íåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèëà ýòîãî ïîòîêà ìàëà, òàê ÷òî â òèïè÷íîéñèòóàöèè σ̃ ≪ s. Êàê áóäåò âèäíî, äàæå ïðè òàêîì íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðåä�ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè ïîëÿ ñêîðîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íîïîëíîå îïèñàíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ äâèæåíèÿ ïîëèìåðà. Êà÷åñòâåííûå ðå�çóëüòàòû è ðàçìåðíûå îöåíêè ïîëó÷åííûå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòàòèñòèêè ïîëÿñêîðîñòè áóäóò ïðîâåðÿòüñÿ íà ìîäåëüíîé ñèñòåìå, â ðàìêàõ êîòîðîé ñëó÷àé�íàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ ñêîðîñòè èìååò èçîòðîïíóþ ãàóññîâñêóþ �áåëîøóìíóþ�ñòàòèñòèêó:
〈σ̃ij(t)σ̃kl(t

′)〉 = Dδ(t − t′)(4δikδjl − δilδkj − δijδkl). (1.19)Çäåñü óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ïîëÿ ñêîðîñòè, à òåíçîðíàÿ ñòðóê�òóðà â ïðàâîé ÷àñòè (1.19) ñâÿçàíà ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá èçîòðîïèè ïîëÿ ñêî�ðîñòè. Êîý��èöèåíò D õàðàêòåðèçóåò �ìîùíîñòü� ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû è áó�äåò â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàòüñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðàäèåíòîì ñäâèãîâîéêîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè: D ≪ s.1.5. Ñòàòèñòèêà îðèåíòàöèé ïîëèìåðÄëÿ èçó÷åíèÿ ñòàòèñòèêè îðèåíòàöèé ïîëèìåðà èìååò ñìûñë âûâåñòè äèíà�ìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íà óãëû θ, φ èç óðàâíåíèÿ (1.1):
∂tφ = −s sin2 φ + ξφ , (1.20)
∂tθ = −s sin φ cosφ sin θ cos θ + ξθ , (1.21)
∂t lnR = −f(R)/τ + s cos2 θ cos φ sin φ + ξ‖ , (1.22)çäåñü ξφ(t), ξθ(t), ξ‖(t) - ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ìàòðèöû ãðàäèåíòîâ σ̃, âîçíèêà�þùèå ïðè ïåðåõîäå ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì R, θ, φ. Â ìîäåëè äåëüòà-êîð�ðåëèðîâàííîé ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè ïîëÿ ξθ, ξφ, ξ‖ ÿâëÿþòñÿ17



íåçàâèñèìûìè áåëûìè øóìàìè ñî ñëåäóþùèìè êîððåëÿöèîííûìè �óíêöèÿìè:
〈ξθ(t)ξθ(t

′)〉 = 4Dδ(t − t′) (1.23)
〈ξφ(t)ξφ(t

′)〉 =
4D

cos2 θ
δ(t − t′) (1.24)

〈ξ‖〉 = 6D, 〈ξ‖(t)ξ‖(t′)〉 = 2Dδ(t − t′) (1.25)Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé (1.20-1.22) ìû ïðåíåáðåãëè âêëàäîì îò Ëàíæåâåíîâñêèõñèë, âêëàä îò êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì ïî-ñðàâíåíèþ ñ âêëàäîì îò �ëóê�òóàöèîííîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðàâûå÷àñòè óðàâíåíèé (1.20,1.21) íå çàâèñÿò îò äëèíû ïîëèìåðà R. Ïîýòîìó îðèåíòà�öèîííàÿ äèíàìèêà ïîëèìåðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåçàâèñèìî îò äèíàìèêèåãî äëèíû. Òàêæå ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå f(R) = 0 óðàâíåíèå (1.22)îïèñûâàåò äèíàìèêó ðàñõîæäåíèÿ äâóõ Ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö, ïîìåùåííûõ âèññëåäóåìûé ïîòîê.Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ ñòàòèñòèêà îðèåíòà�öèé ïîëèìåðà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ
Pang(θ, φ), ïåðèîäè÷íîé ïî îáîèì óãëàì (â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðèîä ðàâåí π). Ïîýòî�ìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü Pang(θ, φ) îïðåäåëåííîé â îáëàñòè −π/2 < φ, θ <

π/2. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå ∫
dφ dθ Pang(φ, θ) =

1, â êîòîðîì èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âûøåóêàçàííîé îáëàñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (1.20,1.21), è êàê áûëî â ñëó÷àå ïîëèìåðà â ñòà�öèîíàðíîì ïîòîêå, �óíêöèÿ Pang(θ, φ) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïî óãëó θ, íî íåñèììåòðè÷íà ïî óãëó φ. Ñðåäíåå çíà÷åíèå óãëà φ, îïðåäåëÿåìîå êàê φt = 〈φ〉 íåðàâíî íóëþ. Â íàøèõ óñëîâèÿõ â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé s îíî ÿâëÿ�åòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è ìîæåò áûòü îöåíåíî ïóòåì ñðàâíåíèÿ äåòåðìèíèñòñêèõè ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè (1.20) - â îáëàñòè íàèáîëåå âåðîÿòíûõóãëîâ îíè â ñðåäíåì êîìïåíñèðóþò äðóã-äðóãà. Èç ìàëîñòè ÷ëåíà, ñâÿçàííî�ãî ñî ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòîé ñëåäóåò óñëîâèå óñëîâèå φt ≪ 1. Àíàëîãè÷íûìèðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðíûå �ëóêòóàöèè óãëà φ â ýòîé18



îáëàñòè òàêæå ìîãóò áûòü îöåíåíû êàê φt. Òàêèìè æå áóäóò è õàðàêòåðíûå�ëóêòóàöèè óãëà θ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü è îöåíêó íàñðåäíþþ Ëÿïóíîâñêóþ ýêñïîíåíòó, ñâÿçàííóþ ñ èññëåäóåìûì ñëó÷àéíûì ïî�òîêîì. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå ∂tri = rj∇jvi, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ðàç�áåãàíèÿ äâóõ áëèçêèõ Ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö â ïîòîêå ñêîðîñòè âûðîæäàåòñÿ âóðàâíåíèÿ (1.21,1.20,1.22) â ïðåäåëå f(R) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêóäèíàìèêà óãëîâ íå çàâèñèò îò ðàçìåðà ïîëèìåðà R, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåìàáçàöå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ñðåäíåé Ëÿïóíîâñêîé ýêñ�ïîíåíòû ïîòîêà:
λ̄ = 〈∂tr〉 = 〈s cos2 θ cos φ sinφ + ξ‖〉. (1.26)Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ξ‖ ñîïîñòàâèìî ñ ξφ, à ïîòîìóïðåíåáðåæèìî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè (1.26). Ñ äðóãîéñòîðîíû, ïðè φ ∼ φt ≪ 1 ïåðâûé ÷ëåí ìîæåò áûòü îöåíåí êàê sφt. ×òî ïðèâîäèòíàñ îöåíêå λ̄ ∼ sφt. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì â îáùåì ñëó÷àå ñ�îðìóëèðîâàòüêðèòåðèé ñëàáîñòè ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè êàê λ̄ ≪ s.�àññìîòðèì òåïåðü îáëàñòü |φ|, |θ| ≫ φt â êîòîðîé ñëó÷àéíûå ÷ëåíû â óðàâ�íåíèÿõ (1.20,1.21), ξφ è ξθ ÿâëÿþòñÿ ïðåíåáðåæèìûìè. Â ýòîé îáëàñòè óãëîâàÿäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî äåòåðìèíèñòñêîé. ×òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàâèñè�ìîñòè óãëîâ θ, φ îò âðåìåíè t:
cotφ = s(t − t0) , tan θ = c · sin φ , (1.27)ãäå t0 è c - íåêîòîðûå êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå èç ïðåäûñòîðèè äåòåðìèíèñò�ñêîé äèíàìèêè. Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (1.27) âåêòîð îðèåíòàöèè ïîëèìåðà

n = R/R âî âðåìÿ äèíàìèêè ìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå.Ïîýòîìó, óðàâíåíèå (1.27) îïèñûâàåò îäèíî÷íûé ïðîâîðîò ïîëèìåðà. Èç ñòàòè�ñòè÷åñêîé ñòàöèîíàðíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíò âðåìåíè t0 èìååòðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ýòîé ìåðîé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ19



àñèìïòîòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ ñòàöèîíàðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ θ, φ:
Pang(φ, θ) =

U(tan θ/ sinφ)

sin3 φ cos2 θ
. (1.28)Çäåñü íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ U îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé âåëè÷èíû c è íå ìî�æåò áûòü ïîëó÷åíà â ðàìêàõ äåòåðìèíèñòñêîãî àíàëèçà. Îíà ÿâëÿåòñÿ íå óíè�âåðñàëüíîé è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñòàòèñòèêè ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ïîëÿñêîðîñòè. Âûðàæåíèå (1.28) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå[70℄, â êîòîðîé èññëåäîâàëàñü äèíàìèêà òâåðäûõ âûòÿíóòûõ ýëëèïñîèäîâ â ñòà�öèîíàðíîì ñäâèãîâîì ïîòîêå â ïðèñóòñòâèè òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç óðàâíåíèÿ (1.27) ñëåäóåò, ÷òî â äåòåðìèíèñòñêîìðåæèìå óãîë φ ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì (åñëè èñêëþ÷èòü ñêà÷îê èç

−π/2 â π/2 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0). Ïîýòîìó ñòàöèîíàðíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðå�äåëåíèÿ óãëîâ îðèåíòàöèè ïîëèìåðà ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâîìó ïîòîêó âåðîÿò�íîñòè èç ïîëîæèòåëüíûõ â îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ óãëà φ. Ýòî ïîòîê ñâÿçàíñ âûäåëåííûì íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè X − Y (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêåâ ñëó÷àå s > 0). Ôîðìàëüíî ïîòîêè âåðîÿòíîñòè ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ãðàíèöû
φ = −π/2 è φ = π/2 ðàâíû, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà φ, Pφ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ïîëíîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ Pang(θ, φ) èíòåãðèðîâàíèåì ïî óãëó θ:

Pφ =

∫
dθ Pang(φ, θ). (1.29)Èíòåãðèðóÿ ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (1.28) ïî óãëó θ ïîëó÷àåì, ÷òî àñèìï�òîòè÷åñêàÿ �îðìà �õâîñòà� �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòè

|φ| ≫ φt èìååò âèä
Pφ ≡

∫
dθ Pang(φ, θ) = Cφt sin

−2 φ , (1.30)ãäå C - êîíñòàíòà ïîðÿäêà åäèíèöû. Ôîðìàëüíî ïîäîáíàÿ àñèìïòîòèêà, íàáëþ�äàâøàÿñÿ è â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ñâÿçàíà ñ ïîòîêîì âåðîÿòíîñòè,20



êîòîðûé âîçíèêàåò èç-çà ïîñòîÿííî ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðîâîðîòîâ ïîëèìåðà ïî÷àñîâîé ñòðåëêå. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîòîê âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëåííûéêàê Pφ∂tφ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì â äåòåðìèíèñòñêîé îáëàñòè.�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà θ, Pθ =
∫

dφPang(φ, θ). �àñ�ñóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîêàçûâàþò, ÷òî èçóðàâíåíèÿ (1.28) ñëåäóåò ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà ðàñïðåäåëåíèÿóãëà θ: Pθ ∝ |θ|−2, ñïðàâåäëèâàÿ â îáëàñòè 1 ≫ θ ≫ φ. Ñëåäóåò, îäíàêî, áûòüîñòîðîæíûì, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (1.28) íå ðàáîòàåò â ñïåöèàëüíîé îáëàñòèóãëîâ, â êîòîðîé |φ| < φt è |θ| ≫ φt. Ýòó îáëàñòü óãëîâ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòüîòäåëüíî. Â íåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì ξθ â óðàâíåíèè (1.21). Ïðåäïîëàãàÿòàêæå, ÷òî |θ| ≪ 1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ∂t ln(θ) = −sφ, â êîòîðîì åäèíñòâåí�íûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè sφ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ,íåçàâèñèìûé îò óãëà θ. Â ýòîì ñëó÷àå áîëüøèå îòêëîíåíèÿ óãëà θ ñâÿçàíû ñ ïðî�öåññàìè, êîãäà óãîë φ â òå÷åíèè äîëãîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåìêîððåëÿöèè λ̄−1) âðåìåíè �ëóêòóèðîâàë â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïî�ðÿäêà −φt, ïðè ýòîì ýòè �ëóêòóàöèè íå ïðåðûâàëèñü ïðîâîðàòàìè ïîëèìåðà. Âýòîì ñëó÷àå îòêëîíåíèå óãëà θ ìîæåò áûòü îöåíåíî êàê ln(θ/φt) ∼ Tsφt, ãäå T- äëèòåëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âåðîÿòíîñòü âîç�íèêíîâåíèÿ òàêîãî ïðîöåññà W ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê lnW ∼ −λ̄T , òàê êàêîí ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì îáîáùåíèåì ñòàíäàðòíîãî Ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåñ�ñà. Âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé óãëà φ â òå÷åíèè âðåìÿ
T ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì λ̄T âåðîÿòíîñòåé îòäåëüíûõ, ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñè�ìûõ ïðîöåññîâ, êàæäûé äëèíîé ∼ λ̄−1. Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòèêà �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ óãëà θ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå Pθ = dW/dθ, êîòî�ðàÿ ïðèâîäèò ê àëãåáðàè÷åñêîé àñèìïòîòèêå Pθ ∝ |θ|−a, ñ íåèçâåñòíûì â îáùåìñëó÷àå êîý��èöèåíòîì a. Âåëè÷èíà a çàâèñèò îò ñòàòèñòèêè ïîëÿ ñêîðîñòè,è ìîæåò áûòü ìåíüøå äâóõ â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òîïîäîáíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå õâîñòû åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â çàäà÷àõ ñî ñëó�21



÷àéíûìè ýêñïîíåíöèàëüíûìè ðàñòÿæåíèÿìè è èçó÷àëèñü â êîíòåêñòå �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ ðàñòÿæåíèé ïîëèìåðà â ðàáîòàõ [45, 46, 71℄.Ïðîèëëþñòðèðóåì òåïåðü âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ íà ïðèìåðå ìîäåëè äåëüòà�êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîòîêà. Åñëè ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ ñêîðî�ñòè ìàëà, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé ñäâèãîâîé, òî åñòü D ≪ s, ïîëèìåð ïðîâîäèòáîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè â îáëàñòè θ, φ ≪ 1. Ïîýòîìó, â êîððåëÿöèîííîé �óíê�öèè (1.24) ìîæíî ïîëîæèòü cos θ = 1. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà óãëà φ ÿâëÿåòñÿïîëíîñòüþ íåçàâèñèìîé, è ñòàöèîíàðíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî óãëà Pφóäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà:
[

s∂φ sin2 φ + 2D∂2
φ

]

Pφ = 0 (1.31)Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∂φU

−1(φ)∂φU(φ)Pφ = 0, (1.32)ãäå �óíêöèÿ U(φ) îïðåäåëåíà êàê
U(φ) = exp

[ s

4D
φ − s

8D
sin 2φ

]

. (1.33)Ïðîñòîé âèä óðàâíåíèÿ (1.32) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä ñòàöèîíàðíîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫π

0 Pφdφ = 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:
Pφ =

ω

D

π∫

0

dϕ exp
[

− s

4D
(ϕ − sin ϕ cos(ϕ − 2φ))

]

, (1.34)ãäå ω - ýòî ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà âðàùåíèé ïîëèìåðà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî�âèÿ íîðìèðîâêè è ðàâíà
ω =

D exp
(

πs
8D

)

π2Iix(x)I−ix(x)
. (1.35)Çäåñü x = s/8D. Â ñëó÷àå áîëüøèõ çíà÷åíèé s/D ≫ q �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿëîêàëèçîâàíà â îáëàñòè óãëîâ φt ∼ (D/s)1/3 ≪ 1. Â ýòîì ñëó÷àå âñå âûðàæåíèÿ22



ñèëüíî óïðîùàþòñÿ:
ω =

(Ds2)1/3

4 · 31/6Γ(7/6)
√

π
(1.36)

Pφ =
ω

D

∞∫

0

dϕ exp

[

− s

8D
ϕ(ϕ − 2φ)2 − sϕ3

24D

]

. (1.37)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî �óíêöèÿ Pφ ÿâëÿåòñÿ àñèììåòðè÷íîé, ïðè÷åì
P−φ < Pφ, òî åñòü ïîëèìåð äåéñòâèòåëüíî ïðîâîäèò áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíèâ îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ φ. Ïîìèìî ýòîãî, â îáëàñòè φ ≫ (D/s)1/3 �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ èìååò àñèìïòîòèêó Pφ ∝ sin−2 φ. Ìîæíî òàêæå íàéòè ÿâíîåâûðàæåíèå äëÿ φt:

φt = 〈φ〉 =

(

D

s

)1/3 √
π31/3

Γ(1/6)
. (1.38)ßâíûé âèä àñèìïòîòèêè Pφ â îáëàñòè φt ≪ φ ≪ 1 èìååò âèä

Pst(φ) ∼ 1

16 · 31/6Γ(7/6)
√

π

( s

D

)2/3 1

φ2
. (1.39)�àññìîòðèì òåïåðü ñòîõàñòè÷åñêèé âêëàä â �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Pang(φ, θ),ñîîòâåòñòâóþùèé îáëàñòè φ ∼ φt, φt ≪ θ ≪ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçî�âàòüñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.21):

θ(t) =

∞∫

0

dτ exp



−s

2

t∫

t−τ

sin 2φ(t′)dt′



 ξθ(t − τ) (1.40)Êàê ìû óæå âûÿñíèëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ φ(t) ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèî�íàðíûì è íå çàâèñèò îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξθ(t). Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïåðåïè�ñàòü âûðàæåíèå (1.40) â ñëåäóþùåì âèäå:
θ =

∫∞
0 dτ exp(−̺(τ))ξθ(τ), (1.41)

̺(τ) = s
2

∫τ

0 sin 2φ(t)dt. (1.42)23



Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Pang(φ, θ) â èíòåðåñóþùåé íàñîáëàñòè, ïðîâåäåì óñðåäíåíèå ïî ïðîöåññó ξθ, îñòàâëÿÿ ̺ íåçàâèñèìûì ïàðàìåò�ðîì:
P (θ|̺) = (2πA)−1/2 exp

[

− θ2

2A

] (1.43)
A = 4D

∞∫

0

dτ exp[−2̺(τ)]. (1.44)Ïîñêîëüêó ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈 ˙̺〉 ∼ (Ds2)1/3 ïîëîæèòåëüíî, äèíàìèêà óãëà θ ÿâ�ëÿåòñÿ ðåëàêñàöèîííîé, ïîýòîìó óãîë θ îáû÷íî �ëóêòóèðóåò â îáëàñòè ìàëûõóãëîâ ïîðÿäêà φt. Õâîñòû �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Pang(φ ∼ φt, θ) îïðåäåëÿ�þòñÿ áîëüøèìè îòðèöàòåëüíûìè �ëóêòóàöèÿìè âåëè÷èíû ̺(t). Ïðåäïîëàãàÿ,÷òî ïðîöåññ ̺(t) äîñòèãàåò ñâîåãî ëîêàëüíîãî îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà â ìî�ìåíò âðåìåíè τ ∗ òàêîé, ÷òî ̺(τ ∗) = −̺∗ è ρ∗ ≫ 1, ìîæíî îöåíèòü õàðàêòåðíîåçíà÷åíèå A ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ: A ∼ (D/s)1/3 exp(2̺∗).Õàðàêòåðíîå êîððåëÿöèîííîå âðåìÿ ïðîöåññà ̺(t) îöåíèâàåòñÿ êàê τc = (Ds2)−1/3,ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ τ ∗ ≫ τc ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðèèáîëüøèõ îòêëîíåíèé [72℄, êîòîðàÿ ïðåäñêàçûâàåò ñëåäóþùåå àâòîìîäåëüíîå ïî�âåäåíèå àñèìïòîòèê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ∗:
P (̺∗|τ ∗) = exp

[

−τ ∗

τc
S(

̺∗τc

τ ∗ )

]

, (1.45)ãäå S(x) - ýòî òàê íàçûâàåìàÿ �óíêöèÿ Êðàìåðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èçíàèáîëåå âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè. Ýòà �óíêöèÿ ÿâ�ëÿåòñÿ âîîáùå ãîâîðÿ íå óíèâåðñàëüíîé, è ñèëüíî çàâèñèò îò ñòàòèñòè÷åñêèõñâîéñòâ ïîëÿ ñêîðîñòè. Äàæå â ðàìêàõ óïðîùåííîé ìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìîéçäåñü íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé �óíêöèè. Åå÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå áûëî ïðîäåëàíî â ðàáîòå [73℄.Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íàèáîëåå âåðîÿòíûé ìîìåíò âðåìåíè τ ∗, íåîáõîäèìîíàéòè ìàêñèìóì âåðîÿòíîñòè èç âûðàæåíèÿ (1.45) îòíîñèòåëüíî τ ∗. Ýòî ïðèâî�24



äèò íàñ ê âûðàæåíèþ τ ∗ = τc̺
∗/x∗, ãäå x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
S(x∗) = x∗S ′(x∗). (1.46)Ôóíêöèÿ Êðàìåðà, îïðåäåëåííàÿ â (1.45) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è ìåíÿþùåéñÿíà âåëè÷èíû ïîðÿäêà åäèíèöû íà ìàñøòàáàõ x ∼ 1. Ïîýòîìó, ìû ìîæåì çà�êëþ÷èòü, ÷òî x∗ ∼ 1. Òàêèì îáðàçîì àñèìïòîòèêà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ̺çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

P (̺∗) ∼ exp(−̺∗S ′(x∗)). (1.47)Óñðåäíåíèå âûðàæåíèÿ (1.43) ïî ̺∗ ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó àñèìïòîòè÷å�ñêîìó âûðàæåíèþ íà èíòåðåñóþùóþ íàñ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:
Pang(φ ∼ φt, θ) ∝ |θ|−S′(x∗), φt ≪ |θ| ≪ 1. (1.48)Âèäíî, ÷òî àñèìïòîòèêà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé, è ïîêàçàòåëü ñòå�ïåíè ÿâëÿåòñÿ íå óíèâåðñàëüíûì, çàâèñÿùèì îò ñòàòèñòèêè ïîëÿ ñêîðîñòè ÷å�ðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíêöèþ Êðàìåðà. Äëÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïîëÿñêîðîñòè ýòà àñèìïòîòèêà àíàëèçèðîâàëàñü ÷èñëåííî â ðàáîòå [73℄, ðåçóëüòàòûèññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòèðàâåí S ′(x∗) ≈ 3.0. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ìîäåëè äàííûé âêëàä ÿâëÿåòñÿ ìàð�ãèíàëüíûì, ïî ñðàâíåíèþ ñ âêëàäîì îò äåòåðìèíèñòñêîé îáëàñòè, â êîòîðîé�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà θ âåäåò ñåáÿ êàê Pθ ∼ θ−2. Îäíàêî, âîçìîæíîñèòóàöèÿ áóäåò èíîé äëÿ äðóãèõ ïîòîêîâ, âîçíèêàþùèõ â ýêñïåðèìåíòå.1.6. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí ïðîâîðîòîâÊàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (1.27), äåòåðìèíèñòñêèé ïðîöåññ, â êîòîðîì èîïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíò ïðîâîðîòà ïîëèìåðà (óãîë φ ìåíÿåòñÿ ñèëüíî òîëüêî âîâðåìÿ äåòåðìèíèñòñêîé ÷àñòè ýâîëþöèè) çàíèìàåò ìåíüøóþ äîëþ âðåìåíè,íåæåëè ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé âáëèçè îñíîâíîãî íàïðàâëåíèÿ, çà�äàâàåìîãî ñäâèãîâûì ïîòîêîì, òî åñòü â îáëàñòè |φ|, |θ| ∼ φt. Ïîýòîìó óäîáíî25



îïðåäåëèòü âðåìÿ ïðîâîðîòà (tumbling time) T êàê âðåìÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëü�íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè óãëîì φ çíà÷åíèé ±π/2, íàõîäÿùèõñÿ â ñåðåäèíå äåòåðìè�íèñòñêîãî ðåãèîíà. Ïîñêîëüêó îñíîâíîé âêëàä âî âðåìÿ T ñâÿçàí ñ ïðîöåññàìèñòîõàñòè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé â óçêîé (øèðèíîé ïîðÿäêà φt) îêðåñòíîñòè φ = 0,ïîçèöèÿ ìàêñèìóìà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè T , à òàêæå åå õàðàêòåð�íàÿ øèðèíà ìîãóò áûòü îöåíåíû, êàê õàðàêòåðíîå âðåìÿ êîððåëÿöèè (sφt)
−1,ÿâëÿþùååñÿ åäèíñòâåííûì ðåëåâàíòíûì ìàñøòàáîì âðåìåíè, ñâÿçàííûì ñî ñòî�õàñòè÷åñêèìè �ëóêòóàöèÿìè.Îáëàñòü áîëüøèõ âðåìåí ïðîâîðîòà T ≫ λ̄−1 îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåññàìè, âêîòîðûõ ïîëèìåð íå ïðîâîðà÷èâàëñÿ â òå÷åíèè äîëãîãî âðåìåíè. Ýòî ñîîòâåò�ñòâóåò áîëüøîìó ∼ λ̄T ÷èñëó íåóäà÷íûõ �ïîïûòîê� ïîëÿ ñêîðîñòè âûâåñòè ïî�ëèìåð èç ñòîõàñòè÷åñêîé îáëàñòè φ ∼ φt. Âåðîÿòíîñòü ïîäîáíîé ñèòóàöèè ìîæåòáûòü îöåíåíà êàê ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé êàæäîé òàêîé ïîïûòêè. Ýòî ïðèâî�äèò íàñ ê ñëåäóþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

lnPT ∼ −λ̄T , äëÿ T ≫ λ̄−1.Ëåâûé �õâîñò� ýòîé �óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé T ≪ λ̄−1 íå óíèâåðñàëåí, ïî�ñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûì ê äåòàëÿì ñòàòèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêî�ðîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, îí ñâÿçàí ñ âïîëíå ñïåöèàëüíûìè ðåàëèçàöèÿìè ïîëÿñêîðîñòè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëèìåðó àíîìàëüíî áûñòðî ïðîéòè ÷åðåç ñòîõà�ñòè÷åñêóþ îáëàñòü. Ôèçè÷åñêè ïîäîáíûìè êîí�èãóðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ âèõðè,çàêðó÷åííûå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå â ïëîñêîñòè X − Y . Â òàêèõ âèõðÿõ çíà÷å�íèå ξφ àíîìàëüíî âåëèêî, ìíîãî áîëüøå ñâîåãî õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ sφ2
t . Âýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âî âðåìÿ ïîäîáíîé �ëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòè÷ëåí ξφ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.20) íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ýòî ïðèáëèæå�íèå ñïðàâåäëèâî, òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì âðåìåíà ïðîâîðà÷èâàíèÿ T ìíîãîìåíüøèå λ̄−1 - õàðàêòåðíîãî âðåìåíè êîððåëÿöèè ñêîðîñòè. Ïîäîáíûå ïðåäïî�ëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò òî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå (1.20): T = π/

√

|ξφ|s. Â ýòîì âû�ðàæåíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì �àêòîì, ÷òî îñíîâíîå âêëàä â T ñâÿçàí ñ26



ïðîõîæäåíèåì îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé φ: |φ| ≪ 1. Ýòî ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå
s ≫ |ξφ| ≫ sφ2

t . Åñëè 1/s ≪ T ≪ λ̄−1, âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿâðåìåíè T ïðèíèìàåò âèä
PT =

2π2

T 3s
Pξ

(

− π2

T 2s

)

, (1.49)ãäå Pξ - ýòî îäíîâðåìåííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ξφ, çàâèñÿùàÿ îòäåòàëåé ñòàòèñòèêè ïîëÿ ñêîðîñòè.Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí ïðîâîðîòà â ñëó÷àåäåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïîëÿ ñêîðîñòè ââåäåì íå ñòàöèîíàðíóþ �óíêöèþ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ P(t, φ), êîòîðàÿ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âåðîÿòíîñòü íàéòè ïîëè�ìåð íå ïðîâåðíóâøèéñÿ ÷åðåç âðåìÿ t, ïîñëå òîãî, êàê îí íà÷àë ñâîþ äèíàìèêóñ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ φ = π/2−0. Ôóíêöèÿ P(t, φ) îïèñûâàåòñÿ íåñòàöèîíàð�íûì óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà:
(

∂t − s∂φ sin2 φ − 2D∂2
φ

)

P(t, φ) = 0 (1.50)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P(t = 0, φ) = δ(φ − π/2 + 0) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ�ìè. ñîîòâåòñòâóþùèìè îòñóòñòâèþ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè ïðè φ = π/2. Ñëåäóåòîòìåòèòü, ÷òî ïðè ïîäîáíîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè î÷åâèäíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå Pφ, íàéäåííîå â ïðåäûäóùåé ñåêöèè íå áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ(1.50), òàê êàê îíî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîìó ïîòîêó âåðîÿòíîñòè. Ôóíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí ïðîâîðîòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
PT =

∂

∂T

π/2∫

−π/2

dφP(T, φ). (1.51)Èñïîëüçóÿ çàìåíó P(t, φ) = U 1/2(φ)Ψ(t, φ), ãäå U âçÿòà èç óðàâíåíèÿ (1.33)ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó ê óðàâíåíèþ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî òèïà íà �óíêöèþ
Ψ:

∂tΨ = −ĤΨ (1.52)
Ĥ = −2D∂2

φ +
s2

8D
sin4 φ − s sinφ cos φ. (1.53)27



Â ñëó÷àå s ≫ D ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà �óíêöèþ Ψ ïðèíèìàþò îáû÷íûé êâàí�òîâî-ìåõàíè÷åñêèé âèä. Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ Ýðìèòîâîñòüþ îïåðà�òîðà Ĥ è ïðåäñòàâèòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.52) â âèäå
Ψ(t, φ) =

∑

n

Ψn(φ) exp(−Ent), (1.54)ãäå Ψn - ýòî ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà Ĥ:
ĤΨn(φ) = EnΨn(φ). (1.55)Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ àñèìïòîòèêà P(t, φ), à çíà÷èò è PT áóäåò îïðåäåëÿòüñÿîñíîâíûì ñîñòîÿíèåì Ψ0:
PT ∝ exp(−E0T ). (1.56)Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ÿâíûé âèä 
ïåêòðà îïåðàòîðà Ĥ âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òîïðè s/D ≫ 1 ïîëèìåð ïðîâîäèò áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè â îáëàñòè φ ∼ φt ∼

(D/s)1/3 ≪ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì òðèãîíîìåò�ðè÷åñêèõ �óíêöèé â âûðàæåíèè äëÿ Ĥ (1.53):
Ĥ = (Ds2)1/3

[

−2∂2
x +

x4

8
− x

]

, (1.57)ãäå x = (D/s)−1/3φ ∼ φ/φt. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (1.57)ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûì, çíà÷åíèå ýíåðãèè åãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò êîí�ñòàíòîé ïîðÿäêà åäèíèöû. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê âûðàæåíèþ E0 ∼ (Ds2)1/3 ∼ λ̄.Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî òàêæå ïðèéòè ê âûâîäó î òîì, ÷òî òåëî �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ PT òàêæå ñêîíöåíòðèðîâàíî â îáëàñòè T ∼ λ̄−1.�àññìîòðèì òåïåðü àñèìïòîòèêó PT , ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàëûì çíà÷åíèÿì T ,äëÿ êîòîðûõ λ̄T ≪ 1. Ýòà àñèìïòîòèêà îïðåäåëÿåòñÿ ðåäêèìè ðåàëèçàöèÿìèïîëÿ ñêîðîñòè, êîòîðûå ïåðåâîðà÷èâàþò ïîëèìåð àíîìàëüíî áûñòðî. Ôóíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ PT ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñëåäóþùåãî �óíêöèîíàëü�íîãî èíòåãðàëà:
PT ∝

∫
Dφ exp

[

− 1

8D

∫
dt(φ̇ + s sin2 φ)2

]

. (1.58)28



Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì, óäîâëåòâîðÿþùèì ãðàíè÷�íûì óñëîâèÿì φ(0) = π/2, φ(T ) = −π/2. Â ñëó÷àå T ≪ (Ds2)−1/3 îñíîâíîéâêëàä â �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë (1.58) äàþò îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè, ìèíè�ìèçèðóþùèå ý��åêòèâíîå äåéñòâèå. Ïðè ýòîì ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ
PT ∼ exp(−A), ãäå A = − 1

8D

∫
dt(φ̇ + s sin2 φ)2 - âåëè÷èíà äåéñòâèÿ, âû÷èñëåí�íàÿ íà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ φ(t). ßâíûé âèä ýòèõ òðàåêòîðèé ìîæåò áûòüíàéäåí âàðüèðîâàíèåì äåéñòâèÿ:
φ̈ = s2 sin3 φ cos φ. (1.59)Ýòî óðàâíåíèå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, êîòîðîå ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîèíòåãðè�ðîâàíî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè. Èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùèìñîîòíîøåíèÿì ìåæäó âðåìåíåì ïðîâîðîòà T è êîíñòàíòîé èíòåãðèðîâàíèÿ E,àíàëîãè÷íîé ýíåðãèè ÷àñòèöû â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå:

T =

π/2∫

−π/2

dφ
√

2E + s2 sin4 φ
=

[

8

E(2E + s2)

]1/4

K

(

1

2
−
√

E

4E + 2s2

)

, (1.60)ãäå K(x) - ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà. Ïðè ýòîì ñàìî äåéñòâèå Aèìååò ñëåäóþùóþ �îðìó:
A =

ET

4D
+

s2

4D

∫
dφ

sin4 φ
√

2E + s2 sin4 φ
=

ET

4D
+

3πs2

32D
√

2E
3F2

(

1

2
,
5

4
,
7

4
;
3

2
, 2;− s2

2E

)

.(1.61)Çäåñü ìû âûêèíóëè ïîñòîÿííûé ÷ëåí âèäà 2s
∫

φ̇ sin2 φdt = πs/(8D), ïîñêîëüêóîí ñîêðàùàåòñÿ íîðìèðîâî÷íûì ìíîæèòåëåì. Âûðàæåíèå (1.61) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé î÷åíü ñëîæíóþ, íåÿâíî çàäàííóþ �óíêöèþ A(T ). �àññìîòðèì åå àñèìï�òîòèêè. Â ñëó÷àå sT ≪ 1, òî åñòü àíîìàëüíî ìàëûõ âðåìåí ïðîâîðîòà, ìîæíîâîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè s ≪
√

2E è E = π2/(2T 2). Â ýòîì ñëó÷àå ïî�ëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå âûðàæåíèå:
A =

π2

8DT
(1.62)29



Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå s−1 ≪ T ≪ (Ds2)−1/3 êîíñòàíòà E çàäàåòñÿ âûðà�æåíèåì E = 8K4(1/2)/(s2T 4) è äåéñòâèå èìååò âèä
A =

2K4(1/2)

3Ds2T 3
. (1.63)Ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà (1.63) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïðîèçâåäåíèÿ Ds2T 3,òàê êàê îíà îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì äâèæåíèåì â îáëàñòè φ ∼ φt ∼ (D/s)1/3. Âýòîé îáëàñòè äèíàìèêà ïîëèìåðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëó÷àéíîé òàê è ñòàöèîíàð�íîé êîìïîíåíòîé ïîëÿ ñêîðîñòè. Àñèìïòîòèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñàìûì ìàëûìâðåìåíàì íå çàâèñèò îò ñèëû ñäâèãîâîãî ïîòîêà s, òàê êàê âðåìåíà T ≫ s−1ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî â ðåçóëüòàòå àíîìàëüíûõ �ëóêòóàöèé ñëó÷àéíîé êîì�ïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè.1.7. �àñòÿæåíèå ïîëèìåðàÓðàâíåíèå (1.22), îïèñûâàþùåå äèíàìèêó äëèíû ïîëèìåðà R ñèëüíî óïðî�ùàåòñÿ â îáëàñòè φ ∼ φt, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêå ïîëèìåðàâáëèçè âáëèçè îñè, çàäàâàåìîé ñäâèãîâûì ïîòîêîì. Â ýòîé îáëàñòè ìîæíî âîñ�ïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèÿìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé, çàìåíèâ sin φ íà φ,à cos θ íà åäèíèöó. ×ëåí ξ‖ ïî àìïëèòóäå ñîïîñòàâèì ñ ξφ, êîòîðûé â ñâîþ î÷å�ðåäü ïðåíåáðåæèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷ëåíîì sφ. Òàêèì îáðàçîì, â ñòîõàñòè÷åñêîéîáëàñòè óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó R ñâîäèòñÿ ê

∂t lnR = −γ(R) + sφ , (1.64)ãäå γ(R) = f(R)/τ . Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå ïðèìåíèìî â ìî�ìåíòû ïðîâîðîòà ïîëèìåðà, êîãäà äëèíà ïðîõîäèò ÷åðåç ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå,òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå óãëû φ, θ íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ìàëûìè. Óðàâíåíèå (1.64)ñïðàâåäëèâî â îáëàñòè R ≫ RT , â êîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü Ëàíæåâåíîâñêèìèñèëàìè. 30



Ñòàòèñòèêà äëèíû R îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì äâóõ ÷ëåíîâ â ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.64). Ïîñêîëüêó ñðåäíåå çíà÷åíèå sφ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíûðàâíî Ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòå λ̄, áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì, êîíòðîëèðóþùèìñòàòèñòèêó ðàñòÿæåíèé ïîëèìåðíîé ìîëåêóëû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî Âàéññåíáåðãà
Wi = λ̄τ , ðàñòóùåå âìåñòå ñ ñèëîé ïîòîêà. Â ñëó÷àå Wi = 1, êîãäà äâà ÷ëåíà âïðàâîé ÷àñòè (1.64) â ñðåäíåì êîìïåíñèðóþò äðóã-äðóãà, ñèñòåìà èñïûòûâàåò
oil-stret
h ïåðåõîä, ðàññìàòðèâàâøèéñÿ â ðàáîòàõ [42, 43, 45, 46, 71℄ â êîíòåêñòåñòàòèñòè÷åñêè èçîòðîïíûõ ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëüøå, âñëó÷àå ïîòîêîâ ñî ñðåäíåé ñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé ñèòóàöèÿ îñîáåííî èíòåðåñíà.Êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ïîëèìåðà R ïðîèñõî�äÿò è ïðè Wi > 1. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûìçíà÷åíèÿì ÷èñëà Âàéññåíáåðãà, è ïðîàíàëèçèðóåì êà÷åñòâåííûé âèä �óíêöèè
P (R) â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ. Êà÷åñòâåííûå àíàëèçà áóäóò ïîäòâåðæäåíûðåçóëüòàòàìè ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ñèìóëÿöèé, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêå 1.2.1.7.1. �åæèì Wi < 1, α > 0.�åæèì, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàëûì ÷èñëàì Âàéññåíáåðãà Wi < 1, ÿâëÿåòñÿ,ïîæàëóé, ñàìûì òðèâèàëüíûì, òàê êàê â íåì â òèïè÷íîé ñèòóàöèè ïîëèìåð ÿâ�ëÿåòñÿ ñëàáî ðàñòÿíóòûì. Áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ìîëåêóëà ïðîâîäèò â ñâåð�íóòîì ñîñòîÿíèè ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì RT , îïðåäåëÿåìûì áàëàíñîì Ëàíæå�âåíîâñêèõ è ðåëàêñàöèîííûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè (1.1). Òåì íå ìåíåå, ðåäêèå�ëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòè ïðèâîäÿò ê ýïèçîäè÷åñêèì óäëèíåíèÿì ïîëèìåðàäî äëèíû R, ìíîãî áîëüøåé ðàâíîâåñíîé: R ≫ RT . Ïîäîáíûå ïðîöåññû èíòåí�ñèâíî èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [45, 46, 71℄, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿàñèìïòîòèêà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ïîëèìåðà èìååò ñòåïåííîé âèä:

P (R) ∝ R−1−α , (1.65)
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ïðè÷åì α > 0. Óðàâíåíèå (1.65) ñïðàâåäëèâî ïðè Rm ≫ R ≫ RT , â îáëàñòèãäå êîý��èöèåíò ðåëàêñàöèè γ(R) ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò γ(0) = 1/τ . Íà ãðà�èêå1.2a õîðîøî âèäíà ýòà ñòåïåííàÿ àñèìïòîòèêà. Ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå êîý���èöèåíòà α ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∫
dRP (R) â îáëàñòè R ≫ RT .Ïîýòîìó íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü èç âûðàæåíèÿ (1.65), îïðåäåëÿåìûé äàí�íûì èíòåãðàëîì, ìîæåò áûòü îöåíåí êàê R−α

T . Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè óáûâàåò ñóâåëè÷åíèåì ÷èñëà Âàéññåíáåðãà, è ïåðåñåêàåò íóëåâîå çíà÷åíèå â òî÷êå 
oil�stret
h ïåðåõîäà, ïðè Wi = 1.Ñòåïåííàÿ àñèìïòîòèêà (1.65) îïðåäåëÿåòñÿ äîëãèìè (ïî-ñðàâíåíèþ ñ âðå�ìåíåì êîððåëÿöèè λ̄−1 ) ïðîöåññàìè ðàñòÿæåíèÿ ïîëèìåðà èç ðàâíîâåñíîé äëè�íû RT ê òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ ñ R ≫ RT . Ïðè ýòîì, âî âðåìÿ ýòîãî äîëãîãîðàñòÿæåíèÿ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.64) íå âñåãäà îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîéïîñêîëüêó óãîë φ �ëóêòóèðóåò è ÷ëåí sφ áîëüøå ÷åì γ òîëüêî â ñðåäíåì. Áîëååòîãî, ýòîò ïðîöåññ ñîñòîèò èç ÷åðåäóþùèõñÿ ñòàäèé ñòîõàñòè÷åñêîé è äåòåðìè�íèñòñêîé äèíàìèêè (ñâÿçàííîé ñ ïðîâîðîòàìè ïîëèìåðà). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òîâî âðåìÿ ïåðâîé ïîëîâèíû ïðîâîðîòà ïîëèìåðà åãî ðàçìåð ñóùåñòâåííî óìåíü�øàåòñÿ, äëèíà ïîëèìåðà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè äî ïåðâîíà÷àëüíîãîçíà÷åíèÿ âî âðåìÿ âòîðîé ïîëîâèíû ýòîãî ïðîöåññà. Ïîýòîìó ïðîöåññû ïðîâî�ðîòà íå âëèÿþò ñóùåñòâåííî íà ïîëíîå ðàñòÿæåíèå ïîëèìåðà, êîòîðîå îïðåäå�ëÿåòñÿ â îñíîâíîì ñòîõàñòè÷åñêîé �àçîé äèíàìèêè. Êàê è â ñëó÷àå ñòàòèñòèêèâðåìåí ïðîâîðîòà è �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà φ, âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ ðàñ�òÿæåíèé ïîëèìåðà ìîæíî îöåíèòü èñïîëüçîâàâ ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíîâñêîãîïðîöåññà. Ïóñòü W - âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ ïîëèìåðà 
 äëèíîé R. Ýòà âåðî�ÿòíîñòü ñâÿçàíà ñ äîëãèì ïðîöåññîì ðàñòÿæåíèÿ äëèòåëüíîñòüþ T , ïðè ýòîì
W åñòü ïðîèçâåäåíèå ïðàêòè÷åñêè âåðîÿòíîñòåé ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ îò�äåëüíûõ ïðîöåññîâ, ñ õàðàêòåðíîé äëèòåëüíîñòüþ λ̄−1. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîïðèáëèæåíèå lnW ∼ −λ̄T . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (1.64),
ln(R/RT ) ∼ λ̄T . Èñïîëüçóÿ ýòè äâå îöåíêè ìû ïîëó÷àåì ñòåïåííóþ àñèìïòîòè�33



êó (1.65) �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí ïîëèìåðà P = dW/dR.1.7.2. �åæèì Wi > 1, −1 < α < 0.Âûøå òî÷êè 
oil-stret
h ïåðåõîäà, êîãäà λ̄τ > 1, ïîëèìåð ïðîâîäèò áîëüøóþ÷àñòü âðåìåíè â ñèëüíî ðàñòÿíóòîì ðàññòîÿíèè, åãî òèïè÷íàÿ äëèíà R∗ ìíîãîáîëüøå ðàâíîâåñíîé RT . Óñðåäíÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.64) ïîëó÷àåìñîîòíîøåíèå γ(R∗) = λ̄.Àñèìïòîòèêà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòèRT ≪ R ≪
R∗ îïèñûâàåòñÿ òåì æå ñòåïåííûì çàêîíîì (1.65). Åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì îòðåæèìà Wi < 1 ÿâëÿåòñÿ òî, òî îñíîâíîé âêëàä â íîðìèðîâî÷íûé èíòåãðàë∫

dR P (R) ñâÿçàí ñ îáëàñòüþ R ∼ R∗. Ïîýòîìó, âû÷èñëåíèå íîðìèðîâî÷íîéêîíñòàíòû ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ P ∼ Rα
∗R

−1−α äëÿ àñèìïòîòèêè, ñîîòâåò�ñòâóþùåé R ≪ R∗. Ïåðåõîä îò ïîëîæèòåëüíûõ ê îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì
α ñâÿçàí ñ ñóùåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè äèíàìè÷åñêèõ êîí�èãóðàöèé, îòâåò�ñòâåííûõ çà �îðìó ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè: ïðîöåññ ðàñòÿæåíèÿ, òèïè÷íûé äëÿ
α > 0 ñìåíÿåòñÿ íà ïðîöåññ ñæàòèÿ ïîëèìåðà, ñóùåñòâåííûé äëÿ îòðèöàòåëü�íûõ çíà÷åíèé α. Ñòåïåííàÿ àñèìïòîòèêà îïðåäåëÿåòñÿ äëèòåëüíûìè T ≫ λ̄−1(âêëþ÷àþùèìè ìíîãî ïðîâîðîòîâ) ïðîöåññàìè ñæàòèÿ ïîëèìåðà èç ñîñòîÿíèÿñ ∼ R∗ â òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñ ðàçìåðîì R ≪ R∗. Ïðè ýòîì ðàññóæäåíèÿ, îáúÿñ�íÿþùèå ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ α > 0, òî åñòü
Wi ≪ 1.Ôîðìà ïðàâîãî �õâîñòà�, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àíîìàëüíî áîëüøèì ðàñòÿæåíè�ÿì Rm − R ≪ R − R∗ òàêæå ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà ñ ïîìîùüþ îáùèõ ðàññóæ�äåíèé. Îáëàñòü ýêñòðåìàëüíûõ ðàñòÿæåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ î÷åíü áûñòðûìèðåëàêñàöèîííûìè ïðîöåññàìè, ïîýòîìó âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé â ëåâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (1.64) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ñîîòíîøåíèå, ñâÿ�çûâàþùåå òåêóùåå çíà÷åíèÿ ðàñòÿæåíèÿ R è óãëà îðèåíòàöèè φ: γ(R) = sφ.Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ðåëàêñàöèè ñïðàâåäëèâî è äëÿ34



óðàâíåíèÿ (1.20), ïîýòîìó óãîë φ íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ òåêóùèì çíà÷åíèåì ñëó�÷àéíîãî ÷ëåíà ξφ, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ñîîòíîøåíèþ sφ2 = ξφ. Äðóãèìè ñëîâàìè,ïðîöåññû àíîìàëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ ïîëèìåðà ñâÿçàíû ñ ðåäêèìè �ëóêòóàöèÿìèïîëÿ ñêîðîñòè, ïðèâîäÿùèìè ê ïðîêðó÷èâàíèþ ïîëèìåðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë�êè äî ñîñòîÿíèÿ ñ áîëüøèì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì óãëà φ: 1 ≫ φ ≫ φt. Ýòèðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòèêè �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ äëèí ïîëèìåðà:
P (R) = 2s−1γγ ′Pξ(γ

2/s) , (1.66)ãäå Pξ - ýòî îäíîâðåìåííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòíîãî ÷ëåíà ξφ. Ñëå�äóåò îòìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå (1.66) äëÿ àñèìïòîòèêè, ñâÿçàííîé ñ àíîìàëüíîáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè äëèíû ïîëèìåðà ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ðåæèìîâ è ïðî�èçâîëüíûõ çíà÷åíèé Wi, α.1.7.3. �åæèì Wi > 1, α < −1.Êàê òîëüêî êîíñòàíòà α ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå −1, âåëè÷èíà R∗ íà÷èíàåò ñî�îòâåòñòâîâàòü ìàêñèìóìó �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P (R). Ýòî èçìåíåíèå �îð�ìû �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì ïëàòî (ñì. ãðà��èê 1.2
), ñâÿçàííîãî ñ äîïîëíèòåëüíûì âêëàäîì â �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,ñâÿçàííûì ñ äåòåðìèíèñòñêîé óãëîâîé äèíàìèêîé.Ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ ïëàòî ñëåäóþùàÿ. Äëÿ óãëîâ φ, ìíîãî ìåíüøèõ åäè�íèöû, íî áîëüøèõ õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ φt, ðàçìåð ïîëèìåðà R è åãî íàïðàâ�ëåíèå φ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ∂t lnR = sφ è ∂tφ = −sφ2, êàê ñëåäóåò èçîáùèõ âûðàæåíèé (1.20,1.64). Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
R = A|t− t0|, ãäå t0 è A - êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîñëåäíÿÿ èç êîòîðûõ ìî�æåò áûòü îöåíåíà êàê A ∼ λ̄R∗. Ýêñïëóàòèðóÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñòàöèîíàðíîñòüïîëÿ ñêîðîñòè, èç êîòîðîé ñëåäóåò îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû t0, èïåðåñ÷èòûâàÿ ìåðó dt0 â �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû R, ìû ïðèõîäèì35



ê ñîîòíîøåíèþ P (R) = C/R∗, â êîòîðîì C - êîíñòàíòà ïîðÿäêà åäèíèöû, íåçàâèñÿùàÿ îò çíà÷åíèÿ R. Ýòî àñèìïòîòèêà ñîîòâåòñòâóåò ïëàòî, íàáëþäàåìîìíà ãðà�èêå 1.2
.Äåòåðìèíèñòñêèé âêëàä â �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ P (R), îöåíèâàåìûé êàê
∼ 1/R∗ íå îòìåíÿåò âêëàäà, ñâÿçàííîãî ñî ñòîõàñòè÷åñêîé îáëàñòüþ, è îöåíè�âàåìîãî, êàê ∼ Rα

∗R
−1−α, ñâÿçàííîãî ñ ïðîöåññàìè äëèòåëüíîãî ñæàòèÿ ïîëèìå�ðà ñ íà÷àëüíîé äëèíîé R∗. Îáà ýòèõ âêëàäà ñîñóùåñòâóþò, ïðè÷åì â ðåæèìå

−1 < α < 0 ñòîõàñòè÷åñêèé âêëàä ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì, êàê âèäíî èç ãðà��èêà íà ðèñóíêå 1.2b. Â ñëó÷àå α < −1 ñèòóàöèÿ îáðàòíà: äîìèíèðóåò âêëàäîò äåòåðìèíèñòñêèõ ïðîöåññîâ ïðîâîðîòà.Ïëàòî ïðîäîëæàåòñÿ îò R ∼ R∗ âíèç âïëîòü äî ðàçìåðîâ ïîëèìåðà R ∼
R∗φt, ÿâëÿþùèõñÿ ìèíèìàëüíûìè ðàçìåðàìè, êîòîðûõ äîñòèãàåò ïîëèìåð âïðîöåññå ïðîâîðîòà, ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî íà÷àëüíûé ðàçìåð áûë ïîðÿäêà R∗.Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî åñëè íà÷àëüíûé ðàçìåð ïîëèìåðà áûë ìåíüøå÷åì R∗, òî âî âðåìÿ ïðîâîðîòà åãî äëèíà äîñòèãàåò ðàçìåðîâ ìåíüøèõ ÷åì
R∗φt. Ïîýòîìó, â îáëàñòè R < R∗φt àñèìïòîòèêà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïðå�äåëÿåòñÿ ïðîöåññàìè ïðîâîðîòà, â êîòîðûõ íà÷àëüíûé ðàçìåð ïîëèìåðà R0 áûëìíîãî ìåíüøå R∗. Òàêîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò âîçíèêíóòü â ðåçóëüòàòåäëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ ñæàòèÿ ïîëèìåðà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñòîõàñòè÷åñêîé îáëà�ñòè ñ φ ∼ φt. Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âïðåäûäóùèõ àáçàöàõ, ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñòàðòîâàòü ñ òàêîãî íà÷àëüíî�ãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê ∼ Rα

∗R
−1−α
0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêóëþáîå R0, èç ïðîìåæóòêà R è R/φt òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîâîðîòàâ òåêóùåå çíà÷åíèå R, êîòîðîå îáëàäàåò àíàëîãè÷íîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ:

P ∼
R/φt∫

R

dR0

R0
× Rα

∗
R1+α

0

∼ R−|α|
∗

(

R

φt

)|α|−1

. (1.67)Ýòî óðàâíåíèå îáúÿñíÿåò ðåçêîå çàòóõàíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãðà�èêå36



1.2
 â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé R.1.7.4. �åæèì Wi ≫ 1, α ≪ −1.Â ðåæèìå ñ àíîìàëüíî áîëüøèìè ÷èñëàìè Âàéññåíáåðãà òèïè÷íîå çíà÷åíèåäëèíû ïîëèìåðà R∗ ïðèáëèæàåòñÿ ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó Rm. Óñëîâèåáûñòðîé ðåëàêñàöèè Rγ ′(R) ≫ γ, êîòîðîå óæå èñïîëüçîâàëîñü äëÿ èññëåäîâà�íèå ñàìîé ïðàâîé àñèìïòîòèêè (1.66), â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìî è â íåïîñðåä�ñòâåííîé îêðåñòíîñòè R∗. Ìàëîñòü âåëè÷èíû γ/(Rγ ′) äîïóñêàåò ïðåíåáðåæåíèåâðåìåííîé ïðîèçâîäíîé â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.64), ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ñî�îòíîøåíèþ γ(R) = sφ. Ïåðåñ÷èòûâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ïîëèìåðà R ÷åðåç�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà φ ïîëó÷àåì
P (R) ∼ s−1γ ′(R)Pφ(γ/s) , (1.68)ãäå ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæåíèå γ(R)/s < φt. Â ýòîé îñîáîé îá�ëàñòè ïàðàìåòðîâ èçìåíåíèÿ �óíêöèè Pφ ìàëû, ïîýòîìó â îñíîâíîì çàâèñè�ìîñòü îò R â âûðàæåíèè (1.68) îïðåäåëÿåòñÿ �àêòîðîì γ ′(R). Óðàâíåíèå (1.68)ïðèìåíèìî è â îáëàñòè R < R∗ äî òåõ ïîð ïîêà ïàðàìåòð Rγ ′(R)/γ îñòàåò�ñÿ áîëüøèì. Â ýòîé îáëàñòè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê

P ∼ γ ′(R)/γ(R∗). Ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ R �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååòïëàòî P ∼ γ(0)/[R∗γ(R∗)] (ýòî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàíåå íàñëó÷àé Wi ≫ 1). Ýòè ðàññóæäåíèÿ îáúÿñíÿþò íåòðèâèàëüíóþ �îðìó ãðà�èêà�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñóíêå 1.2d.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí ïîëèìåðà îá�ëàäàåò ñëîæíîé è áîãàòîé çàâèñèìîñòüþ îò ÷èñëà Âàéññåíáåðãà. Òèïè÷íîå çíà�÷åíèå äëèíû ïîëèìåðà â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ïàðàìåòðà ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿîò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ RT âïëîòü äî çíà÷åíèÿ R∗, áëèçêîãî ê ìàêñèìàëüíî�ìó Rm. Ïðè ýòîì â îáëàñòè ñèëüíûõ ðàñòÿæåíèé ïîëèìåðà îñîáàÿ �îðìà �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñâÿçàíà ñ ïðîöåññàìè ïîäñòðàèâàíèÿ ðàçìåðà ïîëèìåðà ïîä37



çíà÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ åãî òåêóùåé îðèåíòàöèåé. Íà ãðà�èêå �óíêöèè ðàñïðå�äåëåíèÿ ìîæíî âûäåëèòü ðàçëè÷íûå îáëàñòè, ñâÿçàííûå êàê ñî ñòîõàñòè÷åñêîéäèíàìèêîé ïîëèìåðà, òàê è ñ äåòåðìèíèñòñêèìè ïðîöåññàìè åãî ïðîâîðîòà.�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ðàñòÿæåíèè ïîëèìåðà â äåëüòà-êîððåëèðîâàí�íîì ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòè, ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì Wi < 1 è îáëà�ñòüþ äëèí ïîëèìåðà R < Rm. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíî â âèäå
Ri(t) =

∞∫

0

dt exp [−(t − t′)/τ ]Wij(t, t
′)ξj(t

′) (1.69)
Ŵ (t, t′) = T exp





t∫

t′

σ̃(t′′)dt′′



 (1.70)Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí ïîëèìåðà, óñðåäíèìñíà÷àëà ïî Ëàíæåâåíîâñêèì øóìàì ξi(t):
P (R|σ) ∝ exp

[

−1

2
R

T Î−1
R

] (1.71)
Î =

2R2
T

3τ

∞∫

0

dt′Ŵ T (t′)Ŵ (t) exp(−2t/τ) (1.72)ãäå Ŵ (t) = Ŵ (t, 0), à P (R|σ) - �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñòÿæåíèé ïîëèìåðàïðè �èêñèðîâàííîé ðåàëèçàöèè ïîëÿ ñêîðîñòè. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ t ≫ τñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ŵ TŴ ñòàíîâÿòñÿ ñèëüíî ðàçäåëåíû, ïîýòîìóàáñîëþòíîå çíà÷åíèå âåêòîðà R îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì çíà÷å�íèåì I1 ìàòðèöû Î:
P (R|σ̃) ∝ exp

[

−R2

2I1

] (1.73)Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [58℄ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λk ìàòðèöû Ŵ TŴ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ λ1 ≫ λ2 ≫ λ3, ïîýòîìó äèíàìèêàíàèáîëüøåãî èç íèõ λ1 = exp(2ρ) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ρ̇ =
s

2
cos2 θ sin 2φ + ξ‖. (1.74)38



Ïðè ýòîì, ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå I1 ïðèíèìàåò âèä
I1 =

2R2
T

3τ

∞∫

0

dt exp [2ρ(t) − 2t/τ ] (1.75)Êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ ρ(t) - ýòî èíòåãðàë ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àé�íîãî ïðîöåññà ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè τc = (Ds2)−1/3, à áîëüøèåîòêëîíåíèÿ I1 ñâÿçàíû ñ áîëüøèìè �ëóêòóàöèÿìè ρ(t). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èí�òåãðàë (1.75) îïðåäåëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ïåðåâàëüíîé òî÷êè t = t∗ ïîëó÷àåìîöåíêó I1 ∝ exp(2ρ∗− 2t∗/τ), ãäå ρ∗ = ρ(t∗). Àñèìïòîòèêà �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ âåëè÷èíû ρ∗ ïðè �èêñèðîâàííîì t∗ èìååò ñëåäóþùóþ �îðìó:
P (ρ∗|t∗) ∝ exp

[

−t∗

τc
Sρ

(

ρ∗τc

t∗

)] (1.76)Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñåêöèÿõ, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå t∗èìååò âèä t∗ = τcρ
∗/x, ãäå x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Sρ(x) − xS ′
ρ(x) + (τc/τ)S ′

ρ(x) (1.77)Â ðåæèìå íèæå 
oil-stret
h ïåðåõîäà τc > τ . Ïîýòîìó �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿïî äëèíàì ïîëèìåðà áóäåò èìåòü ñòåïåííûå àñèìïòîòèêè P (R) ∝ R−1−α. Ïðèýòîì êîý��èöèåíò α ìîæåò áûòü âû÷èñëåí òî÷íî â ñëó÷àå τc ≫ τ . Ïîñêîëüêóáîëüøèå îòêëîíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïðîöåññàìè äëÿ êîòîðûõ Ëàíæåâåíîâñêèåøóìû ïðåíåáðåæèìû, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì (1.74).Äëÿ âû÷èñëåíèÿ α âîñïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåéMq(t) = 〈Rq(t)〉 ∝
exp(Aqt). Âûðàæåíèå äëÿ α ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Aα = 0. Óñðåäíåíèåì ïî
ξ‖ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Mq = exp
[

Dq2t − γqt
]

∫
dφZq(φ, t) (1.78)

Zq = 〈exp[qρ(t)]δ(φ − φ(t))〉 (1.79)Ïðè ýòîì ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ Zq óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂tZq =

[

2D∂2
φ + s∂φ sin2 φ +

qs

2
sin 2φ

]

Zq (1.80)39



Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ýòîãî óðàâíåíèÿ îò óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (1.31) âïîñëåäíåì ÷ëåíå. Çàìåíîé Zq = U(φ)Ψ(t, φ) ìîæíî êàê è â ïðåäûäóùèõ ñåêöèÿõñâåñòè çàäà÷ó ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå â ìíèìîì âðåìåíè:
∂tΨ = −ĤqΨ (1.81)

Ĥq = −2D∂2
φ +

s2

8D
sin4 φ + (q − 1)s sinφ cos φ (1.82)Ýòî óðàâíåíèå íåëüçÿ ðåøèòü òî÷íî â ñëó÷àå q ∼ 1, îäíàêî ìîæíî âîñïîëüçî�âàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè â ñëó÷àå q ≫ 1, êîòîðûå êàê ðàç ñîîòâåò�ñòâóþò áîëüøèì çíà÷åíèÿì α. Â ýòîì ñëó÷àå íà áîëüøèõ âðåìåíàõ àñèìïòîòèêà

Zq èìååò âèä Zq(t) =∝ exp(−ǫ(q)t), ãäå ǫ(q) - îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà âïðàâîé ÷àñòè (1.82). Ïðè q ≫ 1 îñíîâíîé âêëàä â ǫ(q) îïðåäåëÿåòñÿ êëàññè�÷åñêîì ìèíèìóì ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà â ãàìèëüòîíèàíå óðàâíåíèÿ (1.82).Ïîñëå òðèâèàëüíîé àëãåáðû ïîëó÷àåì
ǫ(q) ∼ −3 · 2−5/3

(

q4Ds2
)1/3

, 1 ≪ q ≪ s/D (1.83)
ǫ(q) ∼ qs/2, q ≫ s/D (1.84)Ïðè ýòîì ñòåïåíü α ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óðàâíåíèÿ Aα = 0, ãäå

Aq = Dq2 − q/τ − ǫ(q) (1.85)Ïîýòîìó ïîêàçàòåëü ñòåïåíè α îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà sτ :
α =

81

32

γ3

Ds2
, sτ ≫ 1 (1.86)

α =
γ

D
, sτ ≪ 1 (1.87)Ñëåäóåò îòìåòèòü ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå (1.87) íå çàâèñèò îò ñèëû ñäâèãî�âîãî ïîòîêà s è ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè â èçîòðîïíîìñëó÷àéíîì ïîòîêå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè sτ ≪ 1 áîëüøèå �ëóêòóàöèè,ïðèâîäÿùèå ê ñèëüíûì ðàñòÿæåíèÿì ïîëèìåðà îáóñëîâëåíû èñêëþ÷èòåëüíîõàîòè÷åñêîé êîìïîíåíòîé ïîëÿ ñêîðîñòè. Îäíàêî, â ñëó÷àå sτ ≫ 1 âèäíî, ÷òî40



ñäâèãîâàÿ êîìïîíåíòà ñèëüíî ìåíÿåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, çíà÷èòåëüíî óøèðÿÿõâîñòû �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòîò �àêò äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëåí, òàê êàêñàìà ïî ñåáå ñäâèãîâàÿ êîìïîíåíòà íå ðàñòÿãèâàåò ïîëèìåð ýêñïîíåíöèàëüíîñèëüíî, à ïîòîìó íå ìîæåò ïðèâåñòè ê ñòåïåííûì àñèìïòîòèêàì. Òàêèì îáðà�çîì íàáëþäàåìîå óøèðåíèå - ðåçóëüòàò ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ õàîòè÷åñêîé èðåãóëÿðíîé êîìïîíåíò ïîëÿ ñêîðîñòè.

41



�ëàâà 2Ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ2.1. Êîí�èãóðàöèîííàÿ ýíòðîïèÿÂ ýòîé ãëàâå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè â ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ìû áóäåìðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå íåðàâíîâåñíûå ñèñòåìû, íàõîäÿùèåñÿ â ñòàòèñòè÷å�ñêè ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûåâ ýòîé ãëàâå ñïðàâåäëèâû äëÿ øèðîêîãî êðóãà ñèñòåì, îñíîâíûì ïðèìåðîì, èñ�ïîëüçóåìûì äëÿ èõ èëëþñòðàöèè áóäåò ïîëèìåðíàÿ ìîëåêóëà, ïîìåùåííàÿ âñòàöèîíàðíîå ïîëå ñêîðîñòè.�àâíîâåñíàÿ ñèñòåìà, ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(R)âçàèìîäåéñòâóþùàÿ ñ òåðìîñòàòîì òåìïåðàòóðû T îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëå�íèåì �èááñà Peq(R) ∼ exp[−U(R)/T ], ïîçâîëÿþùèì âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòüíàéòè ñèñòåìó â ìèêðîñêîïè÷åñêîì ñîñòîÿíèè R. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïîäîáíî�ãî ðîäà - ïîëèìåðíàÿ ìîëåêóëà, ñîñòîÿíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì R,ñâÿçûâàþùèì åå êîíöû, è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(R), çàâèñÿùåé îò äëè�íû ïîëèìåðà. Â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè äëÿ ëþáîé ïîäîáíîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâïðèíöèï äåòàëüíîãî áàëàíñà [23, 74�76℄, êîòîðûé ñâÿçûâàåò âåðîÿòíîñòü P{R}îïðåäåëåííîé òðàåêòîðèè {R} ≡ {R(t′); 0 < t′ < t} ñ âåðîÿòíîñòüþ îáðàòíîéòðàåêòîðèè {R∗}:
ln

P{R}
P{R∗} =

U(R(t))− U(R(0))

T
. (2.1)Ýòîò ïðèíöèï íå ñïðàâåäëèâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåì, íàïðè�ìåð äëÿ ïîëèìåðíîé ìîëåêóëû, ïîìåùåííîé âî âíåøíèé ïîòîê ïîëÿ ñêîðîñòè.Òàêèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ íåíóëåâûì ñðåäíèì ïðîèçâîäñòâîì ýíòðîïèè.Â îáùåì ñëó÷àå, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå êîí�èãóðàöèîííîé ýíòðîïèè, êîòîðàÿ42



îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòåïåíü íàðóøåíèÿ ïðèíöèïà (2.1):
S = ln

P{R∗}
P{R} +

U(R(t))−U(R(0))

T
6= 0. (2.2)Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîé ýíòðîïèè çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, à òàê�æå îò ïðîöåäóðû îáðàùåíèÿ òðàåêòîðèè R∗. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû S, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ óñðåäíåíèåì ïî ðàçëè÷íûì òðà�åêòîðèÿì {R}. Â ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûõ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ îíà çà�âèñèò òîëüêî îò äëèíû èíòåðâàëà t. Áîëåå òîãî, åñëè äëèíà èíòåðâàëà t ìíîãîáîëüøå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè êîððåëÿöèè äàííîé ñèñòåìû τ �óíêöèÿ ðàñïðå�äåëåíèÿ ýíòðîïèè P (S|t) èìååò ñëåäóþùèé àñèìïòîòè÷åñêèé âèä [24, 72℄:

P (S|t) ∼ exp [−tL(Sτ/t)/τ ] , (2.3)ãäå L(x) - �óíêöèÿ áîëüøèõ îòêëîíåíèé (�óíêöèÿ Êðàìåðà), ñîîòâåòñòâóþùàÿâåëè÷èíå S. Â ýòîé ãëàâå ìû íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ L(x) äëÿ øèðîêîãîêëàññà ñèñòåì. îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (1.1) ñ ïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîìðåëàêñàöèè f(R) = 1 è ïðîèçâîëüíîé áåññëåäîâîé ñòàöèîíàðíîé ìàòðèöåé σij.Âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåííîé òðàåêòîðèè R â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàí�ñòâå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:
P{R} ∼ exp



−
t∫

0

dt′
(

Ṙ − σ̂R + R/τ
)2

/(4T )



 . (2.4)Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñèñòåì ìîæíî ïðåäëîæèòü ïî-êðàéíåé ìåðå äâàîïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåííîé ýíòðîïèè èñïîëüçóÿ ðàçíûå ïðîöåäóðû îáðàùåíèÿâðåìåíè:
Sc =

t∫

0

dt′ṘT (t′)(σ̂ − σ̂T )R(t′)/(2T ) + O(1), (2.5)
ST = τ−1

t∫

0

dt′RT (t′)σ̂R(t′)/(2T ) + O(1), (2.6)43



ãäå çà O(1) îáîçíà÷åíû ÷ëåíû, íå ðàñòóùèå ñî âðåìåíåì t è ââåäåíà ý��åêòèâ�íàÿ òåìïåðàòóðà T = 2R2
T/3τ . Êîí�èãóðàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ Sc îïðåäåëåíà ñ ïî�ìîùüþ ïðîöåäóðû îáðàùåíèÿ Ṙ → −Ṙ è íå èìååò îïðåäåëåííîãî �èçè÷åñêîãîñìûñëà äëÿ ïîëèìåðíîé ñèñòåìû, â òîæå âðåìÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà íåðàâíî�âåñíûõ ñèñòåì, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ òåðìîñòàòîì è âûâåäåííûõ èç ðàâíîâå�ñèÿ íåêîíñåðâàòèâíûìè ñèëàìè îíà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé òåðìîäèíàìè÷åñêîéýíòðîïèåé è ïðîïîðöèîíàëüíà äèññèïèðîâàííîé â ñèñòåìå ýíåðãèè. Â ñëó÷àåïîëèìåðíîé ìîëåêóëû òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ST îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþïðîöåäóðû Ṙ → −Ṙ, σ̂ → −σ̂.2.2. Ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè ïîëèìåðîì âî âíåøíåìïîòîêåÂû÷èñëèì ñíà÷àëà �óíêöèþ Êðàìåðà, ñîîòâåòñòâóþùóþ êîí�èãóðàöèîí�íîé ýíòðîïèè Sc. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ êàê

Zq(t, R) ≡ 〈δ (R − R(t)) exp (−qSc)〉ξ . (2.7)Óñðåäíåíèå ïî ñëó÷àéíûì øóìàì ξ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ íà Zq:
∂tZq = L̂qZq, (2.8)
L̂q = −∇i (σijRj − Ri/τ) + T∇i∇i, (2.9)
∇i = ∂i + q(σ̂ − σ̂+)ijRj/(2T ),Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ t ≫ τ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðîèçâîäÿùåé �óíê�öèè Zq áóäåò èìåòü ïðîñòîé ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä: Zq ∝ exp(−λqt), ãäå λq- ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è L̂qΨq = λqΨq. Ïðèýòîì, �óíêöèÿ Êðàìåðà L(x) ñâÿçàíà ñ λq ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà. Äåéñòâè�òåëüíî, ïðè t ≫ τ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (2.3) äëÿ âû÷èñëåíèÿ44



àñèìïòîòèêè Zq. Ïðè óñðåäíåíèè ïî Sc ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïåðå�âàëà:
Zq ∼ exp (− (L(ωq) − ωqL′(ωq)) t/τ) , −q = L′(ωq). (2.10)Òàêèì îáðàçîì, L(ωq) = τλq − q ωq, ãäå ωq = τdλq/dq. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòèñïåêòð λq, áóäåì èñêàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå (2.8) â ñëåäóþùåì âèäå:

Zq(t, R) = exp

(

−λqt −
RiB

ij
q Rj

2T

)

. (2.11)Çàíóëÿÿ êîý��èöèåíòû ïåðåä ÷ëåíàìè âèäà x2 exp(...) è exp(...) ïîëó÷àåì ñëå�äóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà λq, B̂q:
λq = tr

(

B̂q + σ̂ − 1̂/τ
)

, M̂ + M̂+ = 0, (2.12)
M̂ ≡

(

B̂q+q(σ̂−σ̂+)/2
)(

σ̂−1̂/τ+B̂q−q(σ̂−σ̂+)/2
)

,Ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ íàõîæ�äåíèÿ ÿâíîãî âèäà çàâèñèìîñòè λq. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè q = 0 ïðîèç�âîäÿùàÿ �óíêöèÿ Zq ñòàöèîíàðíà: λq=0 = 0. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Z0 - ýòîñòàöèîíàðíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû R, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ �èáá�ñîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñäâèãîâîãîïîòîêà åå ÿâíîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëåíî â óðàâíåíèè (1.10).�àññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ñòàöèîíàðíûé ïëàíàðíûé ïîòîê, ñ ñëåäó�þùåé ìàòðèöåé ãðàäèåíòîâ: σ11 = −σ22 = a, σ12 = b + c, σ21 = b − c. Â ýòîìñëó÷àå ìîæíî ÿâíî ðàçðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.12) è ïîëó÷èòü ñëåäóþùååâûðàæåíèå äëÿ λq:
λq =

(

√

1 + 4q(1 − q)c2τ 2 − 1
)

τ−1, (2.13)Âèäíî, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî â èíòåðâàëå q ∈ [q−; q+],ãäå q± ≡ 1/2±
√

1/4 − 1/(c2τ 2). Çíà÷åíèÿ q± îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêè �óíêöèè45



Êðàìåðà L(x):
lim

x→±∞
L(x)

x
= q± (2.14)Ëèíåéíûå àñèìïòîòèêè �óíêöèè Êðàìåðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàðãèíàëüíûéñëó÷àé ïðèìåíèìîñòè òåîðèè áîëüøèõ îòêëîíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëå�äóåò èç îïðåäåëåíèÿ (2.3) â ñëó÷àå ëèíåéíûõ àñèìïòîòèê (2.14) âåðîÿòíîñòüáîëüøèõ çíà÷åíèé ïðîèçâåäåííîé ýíòðîïèè íå çàâèñèò îò äëèíû ïðîìåæóòêà.Êà÷åñòâåííî ýòî ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî òåì, ÷òî â âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿïîäîáíûõ �ëóêòóàöèé îñíîâíîé âêëàä äàþò ñîáûòèÿ, êîãäà ïî÷òè âñÿ ýíòðî�ïèÿ áûëà ïðîèçâåäåíà íà äîñòàòî÷íî êîðîòêîì ïðîìåæóòêå, äëèíîé ìåíüøå÷åì ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðâàë t. Â òàêîì ñëó÷àå, äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòüíàáëþäåíèÿ áîëüøèõ ïðîèçâîäñòâ ýíòðîïèè â ãëàâíîì ïîðÿäêå íå çàâèñèò îòäëèíû èíòåðâàëà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëèíåéíûå àñèìïòîòèêè �óíêöèè Êðà�ìåðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ. Â ÷àñòíîñòè îíèíàáëþäàëèñü è ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [33, 77, 78℄.Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèÿìè (2.10,2.13) ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæå�íèå äëÿ �óíêöèè Êðàìåðà L(x):

L(ω) =
√

(1 + c2τ 2)(4c2τ 2 + ω2) − 1 − ω/2. (2.15)Íåîæèäàííûì ñâîéñòâîì �óíêöèè Êðàìåðà (2.15) ÿâëÿåòñÿ åå íåçàâèñèìîñòüîò ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè ìàòðèöû σ̂, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îò íåå çàâèñèò ìàò�ðèöà Bq. Ôîðìàëüíî ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì èçîñïåêòðàëüíûõïðåîáðàçîâàíèé, íå èçìåíÿþùèõ ñïåêòðà L̂q (èëè ïî-êðàéíåé åãî îñíîâíîãîñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ). Íàì íå èçâåñòíî ïðîñòîãî �èçè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿýòîé ñèììåòðèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü îòñóòñòâó�åò â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òðåõìåðíîé ìàòðèöû σ̂:
σ11 = −a1, σ22 = a1 + a2, σ33 = −a2, σ13 = c, σ31 = −c âûðàæåíèÿ äëÿ L(x)ïîëó÷àåòñÿ èç (2.15) çàìåíîé τ → τ/|1 + (a1 + a2)τ |.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ Êðàìåðà óäîâëåòâîðÿåò46



�ëóêòóàöèîííîé òåîðåìå L(x) − L(−x) = −x, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò âåðîÿòíîñòèïðîèçâîäñòâà ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ýíòðîïèè. Ôëóêòóàöèîííàÿ òåî�ðåìà è åå ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåäêèé ïðèìåð óíèâåð�ñàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿâ ñèëüíî íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè [20�22℄.2.3. Ïðîèçâîäñòâî òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíòðîïèèÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âû�ðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè Êðàìåðà, ïðèìåíèìûé äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ êâàäðà�òè÷íûì âûðàæåíèåì äëÿ ýíòðîïèè (2.5,2.6). Ïðîèçâîëüíóþ òðàåêòîðèþ {R},îïðåäåëåííóþ â èíòåðâàëå [0, t] ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:
R(t′) =

∑

k

(ck exp(iωkt
′) + c∗k exp(−iωkt

′)) /
√

t, (2.16)ãäå ωk = 2πk/t, à k = 1, 2, ... Ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîéýíòðîïèè ïðèíèìàåò âèä
ST =

τ−1

2T

∑

k

c+
k σ̂ck (2.17)Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (2.4) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðî�èçâîäÿùåé �óíêöèè Zq:

Zq =

∫
∏

k

DckDc∗k exp

(

−
∑

k

c†kAq(ωk)ck/(2T )

)

, (2.18)
Âq = ω2 + (σ̂ − τ−1)T (σ̂ − τ−1) + iω(σ̂ − σ̂T ) + q(σ̂ + σ̂T )/τ, (2.19)Â ïðåäåëå t → ∞ ñóììèðîâàíèå ïî k ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïîíåïðåðûâíîìó ñïåêòðó ÷àñòîò ω > 0. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó ÿâíîìóâûðàæåíèþ äëÿ λq:

λq =

∞∫

0

dω

2π
log

(

detAq(ω)

det A0(ω)

)

, (2.20)47



Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ïëàíàðíûõ ïîòîêîâ, êîãäà ìàòðèöû σ̂ è −σ̂ñîîòâåòñòâóþò �èçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûì òå÷åíèÿì æèäêîñòè èìååò ìåñòî ñèì�ìåòðèÿ λq = λ1−q, ïîêàçûâàþùàÿ ñïðàâåäëèâîñòü �ëóêòóàöèîííîé òåîðåìû äëÿäàííîé ñèñòåìû. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè Êðàìåðà òåðìîäèíàìè÷åñêîéýíòðîïèè ñëèøêîì ãðîìîçäêî, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî êà÷åñòâåííûìàíàëèçîì.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå (2.20) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ âû÷èñ�ëåíèÿ �óíêöèè Êðàìåðà êîí�èãóðàöèîííîé ýíòðîïèè. Â ýòîì ñëó÷àå
Âq = ω2 + (σ̂ − τ−1)T (σ̂ − τ−1) + iω(1 − 2q)(σ̂ − σ̂T ). (2.21)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç �îðìóëû (2.20) ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå(2.13) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà îò �óíêöèè Êðàìåðà êîí�èãóðàöèîííîéýíòðîïèè.Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà �óíêöèé Êðàìåðà, êîòîðûå ñëåäóþò èç âû�ðàæåíèÿ (2.20):

• Äëÿ îáåèõ ýíòðîïèé �óíêöèÿ L(x) èìååò ìèíèìóì ïðè x > 0, ÷òî ñîîòâåò�ñòâóåò â ñðåäíåì ïîëîæèòåëüíîìó ïðîèçâîäñòâó ýíòðîïèè. Ïðè x → ±∞�óíêöèÿ Êðàìåðà èìååò ëèíåéíûå àñèìïòîòèêè L(x) ∼ q±x. Ïðè ýòîì q±- ýòî ìèíèìàëüíîå (ìàêñèìàëüíîå) çíà÷åíèå q, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåòðåøåíèå óðàâíåíèÿ det Aq(ω) = 0.
• Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäñòâà êîí�èãóðàöèîííîé ýíòðîïèè óäî�âëåòâîðÿåò �ëóêòóàöèîííîé òåîðåìå: L(x)−L(−x) = −x. Â ñëó÷àå òåðìî�äèíàìè÷åñêîé ýíòðîïèè ýòà òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ïëàíàðíûõïîòîêîâ.
• Â ïëàíàðíûõ âíåøíèõ ïîòîêàõ �óíêöèÿ Êðàìåðà êîí�èãóðàöèîííîé ýí�òðîïèè çàâèñèò òîëüêî âèõðåâîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè.48



�ëàâà 3Ïàññèâíûé ñêàëÿð â ïðèãðàíè÷íîé îáëàñòèÏàññèâíûå ñêàëÿðíûå ïîëÿ â æèäêîñòè ïîäâåðæåíû ïðîöåññàì äè��óçèè(òåðìîäè��óçèè) è àäâåêöèè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íåòðèâèàëüíîé ýâîëþöèè èõïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â äàííîé ãëàâå áóäóò ðàññìîòðåíû ïðîöåññûðàñïàäà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà, áóäóò âûâåäåíû çàêîíû, îïèñûâàþùèå åãî ãîìîãå�íèçàöèþ âî âíåøíèõ õàîòè÷åñêèõ èëè òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ. Ìû îãðàíè÷èìñÿàíàëèçîì ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîìØìèäòà Sc, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé îòíîøå�íèå êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè æèäêîñòè ν ê êîý��èöèåíòó äè��óçèè ñêàëÿðà
κ. Êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàáîòå [59℄ ïðè áîëüøèõ Sc ãîìîãåíèçàöèÿ ïàññèâíî�ãî ñêàëÿðà â ïîãðàíè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì âîáúåìå ñîñóäà, ïîñêîëüêó ïðîöåññû ïåðåìåøèâàíèÿ ñèëüíî ïîäàâëåíû âáëèçèãðàíèö ñîñóäà. Ïîýòîìó, ïîçäíèå ñòàäèè ðàñïàäà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà îïðåäåëÿ�þòñÿ â îñíîâíîì äèíàìèêîé â ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè. Îñíîâíûå ñòàäèè ýâîëþöèèñêàëÿðà â ýòîé îáëàñòè áûëè îïèñàíû â ðàáîòå [59℄ (ñì. òàêæå ðàáîòó [60℄). �àç�âèòèå ýòîé òåîðèè áóäåò ïðåäñòàâëåíî íèæå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â ðÿäå ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, â ýòîé ãëàâåïðè îáñóæäåíèè äèíàìèêè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà îñíîâíîé àêöåíò áóäåò óäåëÿòüñÿäâóì �èçè÷åñêèì ñèòóàöèÿì. Â ïåðâîé èç íèõ ïåðåìåøèâàíèå ñêàëÿðà ïðîèñ�õîäèò â âÿçêîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñèëüíî ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè (îñíîâíûåñâîéñòâà ýòîãî ñëîÿ îïèñàíû â êíèãå [79℄). Âî âòîðîé áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ õà�îòè÷åñêèé ïîòîê, âîçíèêàþùèé â "ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè"ðàçáàâëåííûõïîëèìåðíûõ ðàñòâîðîâ, îòêðûòûé â ðàáîòàõ �ðîéñìàíà è Øòàéíáåðãà [39℄. Âîáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëå ñêîðîñòè âáëèçè ãðàíèöû ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ãëàäêèì. Â ñëó�÷àå ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ íàáëþäà�åìûì ñïåêòðîì ñêîðîñòè, êîòîðûé çàòóõàåò áûñòðåå ÷åì k−3 [39℄. Íåñìîòðÿ íà49



òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñèòóàöèè îòíîñÿòñÿ ê �èçè÷åñêè ðàçíûì ÿâëåíèÿì,îáå îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû â ðàìêàõ îäíîãî ïîäõîäà, ÷òî ñâÿçàíî ñ óíèâåð�ñàëüíûì ïîâåäåíèåì æèäêîñòè âáëèçè ñòåíêè ñîñóäà.Êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàáîòå [59℄, òåîðèÿ ðàçìåøèâàíèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðàâ ñëó÷àéíîì ïîòîêå, ðàçâèòàÿ äëÿ äèíàìèêè âíóòðè îñíîâíîãî îáúåìà ñîñóäà,òðåáóåò ñóùåñòâåííîé ìîäè�èêàöèè, ó÷èòûâàþùåé ñâîéñòâà ïîãðàíè÷íîé îá�ëàñòè äàæå â ñëó÷àå ãëàäêèõ ïîòîêîâ. Ýòî ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ òåì,÷òî ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè âíóòðè îáúåìà ïåðåñòàåò ðàáîòàòüíà ãðàíèöàõ ñîñóäà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðî�èëü ïîëÿ ñêîðîñòè îêîëî ñòåíêèòàêæå èìååò âïîëíå îïðåäåëåííûé âèä, ÷òî îáúÿñíÿåò óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâàçàòóõàíèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè. Äðóãèì ñâîéñòâîì, ñó�ùåñòâåííî óïðîùàþùèì àíàëèç, ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåíèå âðåìåí, âñòðå÷àþùèõñÿâ çàäà÷å: õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðàçìåøèâàíèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà âáëèçè ñòåíêèíàìíîãî ìåíüøå âðåìåíè êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòè. Òàêèì îáðàçîì äëÿ çàäà÷ïåðåìåøèâàíèÿ â ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè ïîëå ñêîðîñòè ìîæåò ïðåäïîëàãàòüñÿêîðîòêî-êîððåëèðîâàííûì.Ïåðâàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà â ýòîé ãëàâå îòíîñèòñÿ ê ðàçìå�øèâàíèþ ïðèìåñåé, äëÿ êîòîðûõ ãðàíèöû ñîñóäà ÿâëÿþòñÿ íåïðîíèöàåìûìè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà òåîðèåé áûñòðî-ïðîòåêàþùèõáèìîëåêóëÿðíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé [60℄. Ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ áó�äåò ðàññìîòðåíà â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèåì ðàñïðåäåëå�íèÿ òåìïåðàòóðû â ñèñòåìå, ãäå òåìïåðàòóðà �èêñèðîâàíà íà ãðàíèöàõ ñîñóäà.Â ýòîì ñëó÷àå òåïëîâîé ïîòîê ñ ãðàíèö ñîñóäà â îñíîâíîé îáúåì óñèëèâàåòñÿ�ëóêòóàöèÿìè ïîëÿ ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè. À òàêæå áóäåò ðàññìîòðå�íà ýâîëþöèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â õàîòè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ ÷åðåç òðóáêè. Â ýòîìñëó÷àå ðîëü âðåìåíè èãðàåò êîîðäèíàòà âäîëü òðóáêè. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ìîòè�âèðîâàíà â ïåðâóþ î÷åðåäü ýêñïåðèìåíòàìè �ðîéñìàíà è Øòàéíáåðãà [40, 68℄.Îäíîé èç îòëè÷èòåëüíûõ îñîáåííîñòåé òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ åãî50



ñèëüíàÿ ïåðåìåæàåìîñòü, êîòîðàÿ óêàçûâàåò íà òàê íàçûâàåìûé àíîìàëüíûéñêýéëèíã êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ïîëÿ ñêîðîñòè, êîòîðûå çàâèñÿò îò èíòå�ãðàëüíîãî ìàñøòàáà ñòåïåííûì îáðàçîì [80℄. Òåîðåòè÷åñêè, ñóùåñòâîâàíèå àíî�ìàëüíîãî ñêåéëèíãà òàêîãî òèïà áûëî äîêàçàíî äëÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â ïîëåñêîðîñòè, îïèñûâàåìîì ìîäåëüþ Êðàé÷íàíà (ñì. ðàáîòû [81�83℄). Çäåñü ìû ïî�êàæåì, ÷òî â çàäà÷å î ðàçìåøèâàíèè â ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè òàêæå íàáëþäàåòñÿàíîìàëüíûé ñêåéëèíã ìîìåíòîâ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà.3.1. Ìîäåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿÀäâåêöèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ θ âíåøíåì ïîëåì ñêîðîñòè, ñîïðîâîæ�äàåìàÿ äè��óçèåé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:
∂tθ + v∇θ = κ∇2θ . (3.1)Çäåñü v - ýòî ñêîðîñòü ïîòîêà, à κ - êîý��èöèåíò äè��óçèè. Íèæå áóäóò ðàñ�ñìàòðèâàòüñÿ òîëüêî íåñæèìàåìûå æèäêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ïîëå ñêîðîñòè óäî�âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∇v = 0. Ôîðìàëüíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèå(3.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

θ(t2) = T exp







t2∫

t1

dt
[

−v(t)∇ + κ∇2
]







θ(t1) , (3.2)ãäå T exp ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì õðîíîëîãè÷åñêè óïîðÿäî÷åííîé îïåðàòîðíîéýêñïîíåíòû. Íåîáõîäèìî òàêæå ââåñòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïàññèâíîãî ñêà�ëÿðà θ. Èõ ÿâíûé âèä çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé �èçè÷åñêîé ñèòóàöèè. Åñ�ëè θ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òåìïåðàòóðû (èëè åå îòêëîíåíèåì îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ),à ìàòåðèàë èç êîòîðîãî ñäåëàíû ñòåíêè îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé òåïëîïðîâîäíî�ñòüþ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå θ çà�èêñèðîâàíî íà ñòåíêàõ. Â ñëó÷àå,åñëè çíà÷åíèåì θ ÿâëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñåé â æèäêîñòè, à ñòåíêè ñîñóäà51



íåïðîíèöàåìû, ãðàíè÷íûì óñëîâèåì áóäåò íóëåâîå çíà÷åíèå ïîòîêà ñêàëÿðà,íàïðàâëåííîãî ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñòåíêå.Ñëó÷àéíîå ïîëå ñêîðîñòè v ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñòàòèñòè÷åñêè�ìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð êîððåëÿöèîííûìè �óíêöèÿìè. Ôèçè÷åñêè â äàííîéçàäà÷å êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ îïðåäå�ëåííûõ êîìáèíàöèé ïîëÿ ñêîðîñòè ïî âðåìåíè, íî �îðìàëüíî óñðåäíåíèå ïîâðåìåíè ìîæíî çàìåíèòü óñðåäíåíèåì ïî àíñàìáëþ ñëó÷àéíûõ ðåàëèçàöèé ïî�ëÿ ñêîðîñòè. Ïîëå ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûì âî âðåìåíè,â òî âðåìÿ êàê ïðîñòðàíñòâåííàÿ îäíîðîäíîñòü â äàííîé çàäà÷å íàðóøåíà èç�çà ãðàíè÷íûõ ý��åêòîâ. Â ñëó÷àå çàìêíóòîãî ñîñóäà ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêîðî�ñòè ðàâíî íóëþ, (àíàëèç ìîæåò áûòü òðèâèàëüíî îáîáùåí íà ñëó÷àé íåíóëåâîéñðåäíåé ñêîðîñòè, êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò, íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòàõ ñ òðóáêà�ìè). Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè
〈vα(t1, r1)vβ(t2, r2)〉 çàâèñèò îò ðàçíèöû âðåìåí t1 − t2, è îò îáåèõ êîîðäèíàò r1,
r2. Êàê â ñëó÷àå ñèëüíî ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè, òàê è â ñëó÷àå ïîòîêà, âîç�íèêàþùåãî ïðè ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, ïîëå ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèìâ ïðèãðàíè÷íîé îáëàñòè, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííà äëÿ äàííîé çàäà÷è. Ôîðìàëüíîýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå ñêîðîñòè íå ñîäåðæèò êîìïîíåíò ñ ìàñøòàáàìè ìåíüøå,÷åì L, ãäå L - ýòî ëèáî øèðèíà âÿçêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ñëó÷àå ñèëüíî ðàç�âèòîé òóðáóëåíòíîñòè, ëèáî õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñîñóäà â ñëó÷àå ýëàñòè÷åñêîéòóðáóëåíòíîñòè. Ïîëå ñêîðîñòè ñïàäàåò äî íóëÿ íà ãðàíèöå ñîñóäà. Ïîýòîìóðàçìåøèâàíèå ñêàëÿðà ïðîèñõîäèò íà âðåìåíàõ, ñóùåñòâåííî áîëüøå õàðàêòåð�íîãî âðåìåíè êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòè. Ýòà îñîáåííîñòü ïîçâîëÿåò èñïîëüçî�âàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè êîðîòêî-êîððåëèðîâàííóþ ìîäåëü, äëÿêîòîðîé êàê èçâåñòíî ìîæíî âûâåñòè çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ íà êîððåëÿöèîííûå�óíêöèè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà. Íèæå ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ñõåìó ïîëó÷åíèÿ ïî�äîáíûõ óðàâíåíèé. 52



�àññìîòðèì ýâîëþöèþ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà íà âðåìåííîì èíòåðâàëå (t1, t2),äëèíà êîòîðîãî t2−t1 ìíîãî áîëüøå, ÷åì âðåìÿ êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòè τ , íîìåíüøå, ÷åì õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðàçìåøèâàíèÿ ñêàëÿðà (�îðìàëüíî ðàçëè÷èåýòèõ ìàñøòàáîâ, êàê áóäåò âèäíî äàëüøå, ñâÿçàíî ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì ÷èñëàØìèäòà). Ïîñëåäíåå óñëîâèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëî�ðà äëÿ óïîðÿäî÷åííîé T-ýêñïîíåíòû â óðàâíåíèè (3.2). Äîñòàòî÷íî óäåðæàòüòîëüêî äâà ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ:
θ(t2) ≈ θ(t1) + (t2 − t1)κ∇2θ(t1) −

t2∫

t1

dtv(t)∇θ(t1)

+

t2∫

t1

dt

t∫

t1

dt′v(t)∇ [v(t′)∇θ(t1)] . (3.3)Ñëåäóþùèì øàãîì íåîáõîäèìî ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïî ñòàòèñòèêå ïîëÿ ñêî�ðîñòè íà èíòåðâàëå (t1, t2). �åàëèçàöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè íà ýòîì èíòåðâàëå íåçàâèñèò îò ðåàëèçàöèÿ íà èíòåðâàëàõ t < t1 è t > t2, ïîñêîëüêó t2 − t1 ≫ τ .�åçóëüòàòîì ïîäîáíîãî óñðåäíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñðåä�íåãî çíà÷åíèÿ ñêàëÿðà 〈θ〉:
〈θ(t2, r)〉 − 〈θ(t1, r)〉 = (t2 − t1)κ∇2〈θ(t1, r)〉

+(t2 − t1)∇α [Dαβ(r, r)∇β〈θ(t1, r)〉] , (3.4)
Dαβ(r1, r2) =

∞∫

0

dt 〈vα(t, r1)vβ(0, r2)〉 (3.5)ïðè âûâîäå êîòîðîãî ïîäðàçóìåâàëîñü äîñòàòî÷íî áûñòðîå çàòóõàíèå ïàðíîéêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòè ñî âðåìåíåì t. Áûëî òàêæå èñïîëüçîâà�íî óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ∇v = 0. Âåëè÷èíà 〈θ〉 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèåñêàëÿðà, óñðåäíåííîå ïî �ëóêòóàöèÿì ñêîðîñòè. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå t2 − t1ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè ðàçìåøèâàíèÿ ñêàëÿðà, ÷ëåíû â ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.4) ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïîïðàâêàìè ê 〈θ〉. Ïîýòîìó óðàâíåíèå53



(3.4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå:
∂t〈θ〉 = ∇α [Dαβ(r, r)∇β〈θ〉] + κ∇2〈θ〉 . (3.6)Òåíçîð Dαβ, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå (3.6) ìîæåò áûòü íàçâàí òåíçîðîì âèõðåâîéäè��óçèè, òàê êàê îí îïèñûâàåò äè��óçèþ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà, ñâÿçàííóþ ñõàîòè÷åñêèìè ïåðåìåùåíèÿìè â ñëó÷àéíîì ïîòîêå (ñõîæèìè ñ áðîóíîâñêèì äâè�æåíèåì). Ýòîò ý��åêò àíàëîãè÷åí òóðáóëåíòíîé äè��óçèè, âîçíèêàþùåé ïðèýâîëþöèè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ.Â òîæå âðåìÿ òåíçîð Dαβ ñâÿçàí ñ ãëàäêèìè ïîòîêàìè, ïîýòîìó ìîæåò áûòü èñ�ïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ.Êîîðäèíàòíàÿ çàâèñèìîñòü Dαβ ñâÿçàíà ñî ñòàòèñòè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòüþñëó÷àéíîãî ïîòîêà âáëèçè ãðàíèö.Àíàëîãè÷íî, íà÷èíàÿ ñ óðàâíåíèÿ (3.2), ìîæíî âûâåñòè óðàâíåíèÿ è íà âûñ�øèå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ïîëÿ θ. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå íà ïàðíóþ êîððå�ëÿöèîííóþ F èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂tF (t, r1, r2) = κ(∇2
1 + ∇2

2)F (3.7)
+∇1α [Dαβ(r1, r1)∇1βF ] + ∇2α [Dαβ(r2, r2)∇2βF ]

+∇1α [Dαβ(r1, r2)∇2βF ] + ∇2α [Dαβ(r2, r1)∇1βF ] ,

F (t, r1, r2) = 〈θ(t, r1)θ(t, r2)〉 . (3.8)Â îáùåì ñëó÷àå, óðàâíåíèå íà êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ n-ãî ïîðÿäêà Fn âû�ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂tFn = κ

n
∑

m=1

∇2
mFn +

n
∑

m,k=1

∇mα [Dαβ(rm, rk)∇kβFn] ,

Fn(t, r1, . . . , rn) = 〈θ(t, r1) . . . θ(t, rn)〉 . (3.9)Ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ (3.9) âïîëíå ïðîçðà÷íà: ýâîëþöèÿ êîððåëÿöèîííûõ �óíê�öèé ïàññèâíîãî ñêàëÿðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèåé (ïåðâûé54



÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè), òàê è âèõðåâîé äè��óçèåé, âîçíèêàþùåé èç-çà àäâåêöèè( âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèåé ìîæíîïðåíåáðå÷ü èç óðàâíåíèÿ (3.9) ïîëó÷àþòñÿ çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ íà ìîìåíòûïàññèâíîãî ñêàëÿðà 〈θn(r)〉 = Fn(r, . . . , r):
∂t〈θn(r)〉 = ∇α [Dαβ(r, r)∇β〈θn(r)〉] , (3.10)êîòîðûå èäåíòè÷íû óðàâíåíèþ (3.6) áåç ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè. Òàêîé âèäóðàâíåíèÿ (3.10) ïîëó÷àåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè èç ñîîòíîøåíèÿ ∂t(θ

n) = −v∇(θn),êîòîðîå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.1), ïðè ïðåíåáðåæåíèè ìîëåêóëÿðíîé äè��ó�çèåé.Òåíçîð âèõðåâîé äè��óçèè D ìîæåò áûòü îöåíåí êàê D ∼ V 2τ , ãäå V - ýòîõàðàêòåðíîå çíà÷åíèå �ëóêòóàöèé ïîëÿ ñêîðîñòè, à τ - åãî âðåìÿ êîððåëÿöèè,êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò áûòü îöåíåíî êàê D ∼ V 2τ . Çäåñü L , êàê èðàíüøå, ðàçìåð âÿçêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (Êîëìîãîðîâñêàÿ äëèíà) â ñëó÷àåñèëüíî ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè èëè ðàçìåð ñîñóäà â ñëó÷àå ýëàñòè÷åñêîé òóð�áóëåíòíîñòè. Çíà÷åíèå VL çàäàåòñÿ õàðàêòåðíûìè �ëóêòóàöèÿìè ïîëÿ ñêîðîñòèâ îáúåìå ñîñóäà. Äëÿ ñèëüíî ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè VL - ýòî äèíàìè÷åñêàÿñêîðîñòü ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè ìåäëåííîñòü çàòóõàíèÿ ïàññèâíî�ãî ñêàëÿðà â ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè îáúÿñíÿåòñÿ ìàëîñòüþ çíà÷åíèÿ V/VL. Èìåí�íî ýòà ìàëîñòü ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êîðîòêî-êîððåëèðîâàííóþ ìîäåëü äëÿîïèñàíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè. Â ñëó÷àå ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè âðåìÿ êîððå�ëÿöèè τ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè ïîëèìåðà, à óñëîâèå
τ ∼ L/VL, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êðèòåðèÿ Ëàìëè íà ñèëüíîå ðàñòÿæåíèå ïîëè�ìåðà, ñ�îðìóëèðîâàííîå â ðàáîòå [43℄ (ñì. òàêæå ðàáîòû [45, 47, 71℄)Êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëü�òàò óñðåäíåíèÿ �ëóêòóàöèé ñêàëÿðà ïî ñòàòèñòèêå ïîëÿ ñêîðîñòè. Ïîýòîìó äëÿèçìåðåíèÿ ýòèõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé â ýêñïåðèìåíòå èëè ÷èñëåííîì ñ÷åòå55



íåîáõîäèìî óñðåäíÿòü ïî ìíîãèì ïîâòîðåíèÿì ïðîöåññà ðàñïàäà (äëÿ ðàçíûõðåàëèçàöèé ïîëÿ ñêîðîñòè). Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñêàëÿðà äîëæíûáûòü îäèíàêîâûìè äëÿ êàæäîãî èç ïîâòîðåíèé. Â ñëó÷àå æèäêîñòè, ïðîòàëêèâà�åìîé ÷åðåç òðóáêó, ñòàòèñòè÷åñêèå �óíêöèè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà ñòàöèîíàðíû,è òîãäà óñðåäíåíèå ìîæíî ïðîâîäèòü ïî âðåìåíè.Â äàëüíåéøåì áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà÷å�íèå ñêàëÿðà âíóòðè ñîñóäà ðàâíî íóëþ.�àññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïàäà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â çàìêíóòîì ñîñóäå. Åñ�ëè ñòåíêè ñîñóäà äîñòàòî÷íî ãëàäêèå, à èõ êðèâèçíà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíûðàâíà îáðàòíîìó ðàçìåðó ñîñóäà, òî ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ ñêàëÿðà â ïî�ãðàíè÷íîì ñëîå ìîæíî ñ÷èòàòü ñòåíêè ïëîñêèìè. Ââåäåì îðòîãîíàëüíóþ ñè�ñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñî ñòåíêîé: êîîðäèíàòà q ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿ�íèþ äî ñòåíêè, à êîîðäèíàòû rζ ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèÿì âäîëü íåå. Âýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
∂qvq + ∂v1/∂r1 + ∂v2/∂r2 = 0. Çäåñü vq - ýòî íîðìàëüíàÿ , à v1,2 - ïðîäîëü�íûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Ïîñêîëüêó v1,2 óìåíüøàþòñÿ äî íóëÿ ïðè q → 0, òîâáëèçè ñòåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ v1,2 ∝ q. Ïðè ýòîì èç óñëî�âèÿ íåñæèìàåìîñòè ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå vq ∝ q2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûìñâîéñòâîì ïîëÿ ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè.Äëÿ ïëîñêîé ñòåíêè åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü îäíîðîäíîñòü êîððåëÿöèîí�íûõ �óíêöèé ïîëÿ ñêîðîñòè ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü ñòåíêè. Ýòî ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü ñëåäóþùåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíò âèõðåâîãî òåíçîðà äè��
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�óçèè èç (3.5):
Dζσ(r1, r2) = H1(̺)δζσq1q2 + H2(̺)̺ζ̺σq1q2,

Dqσ(r1, r2) = −1

2
H ′

1(̺)
̺σ

̺
q2
1q2

−1

2
[̺H ′

2(̺) + 3H2(̺)] ̺σq
2
1q2,

Dζq(r1, r2) =
1

2
H ′

1(̺)
̺ζ

̺
q1q

2
2

+
1

2
[̺H ′

2(̺) + 3H2(̺)] ̺ζq1q
2
2,

Dqq(r1, r2) = −1

4

[

H ′
1(̺)

̺
+ H ′′

1 (̺)

]

q2
1q

2
2

−1

4

[

6H2(̺) + 6̺H ′
2(̺) + ̺2H ′′

2 (̺)
]

q2
1q

2
2, (3.11)ãäå ̺ζ = r1ζ − r2ζ , à H1 è H2 - êàêèå-òî �óíêöèè îò ̺. Èíäåêñû ζ, σ ïðî�áåãàþò çíà÷åíèÿ 1, 2. Òàêàÿ ñòðóêòóðà òåíçîðà âèõðåâîé äè��óçèè ñâÿçàíà ñîïðåäåëåííîé q-çàâèñèìîñòüþ êîìïîíåíò ïîëÿ ñêîðîñòè, îïèñàííîé âûøå. Ýòàçàâèñèìîñòü ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì Dqα ∝ q2

1, Dζα ∝ q1 è àíàëîãè÷íûì äëÿòî÷êè 2. ̺-çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò òåíçîðà ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ íåñæèìàåìî�ñòè ∇1αDαβ(r1, r2) = 0 = ∇2βDαβ(r1, r2).Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòÿõ ïîëå ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì,îáå �óíêöèè H1 è H2 èìåþò ðåãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïî ̺ (ñîäåðæàùåå òîëüêî÷åòíûå ñòåïåíè) ïðè ̺ ≪ L. Â ýòîì ïðåäåëå ãëàâíûé âêëàä â òåíçîð âèõðåâîéäè��óçèè îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ:
H1 ≈ H10 − (µ + 3H20/2)̺2, H2 ≈ H20, (3.12)
Dζσ ≈ H10δζσq1q2, Dqq ≈ µq2

1q
2
2. (3.13)Âåëè÷èíà µ ñâÿçàíà ñ õàðàêòåðíîé èíòåíñèâíîñòüþ ïîòîêà âáëèçè ãðàíèöû.Îíà ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê µ ∼ VL/L3, ãäå, êàê è ðàíüøå VL - ýòî âåëè÷èíàõàðàêòåðíûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ ñêîðîñòè âíóòðè ñîñóäà. Â ðàìêàõ òåîðèè âÿç�êîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Êàðìàíà-Ïðàíäòëÿ (äåòàëè ìîæíî íàéòè â êíèãå [79℄)57



âåëè÷èíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê L ∼ ν/VL (ãäå ν - êèíåìà�òè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè), ÷òî ïðèâîäèò ê îöåíêå µ ∼ V 4
Lν−3. Äëÿ ýëàñòè÷å�ñêîé òóðáóëåíòíîñòè L - ýòî ðàçìåð ñîñóäà: à µ ∼ V 4

Lν−3Re−3, ãäå Re = VLL/ν- ýòî ÷èñëî �åéíîëüäñà.�àçìåð äè��óçèîííîãî ñëîÿ rbl ìîæåò áûòü íàéäåí ïóòåì ñðàâíåíèÿ âêëà�äîâ îò ìîëåêóëÿðíîé è âèõðåâîé äè��óçèè â äâèæåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñòåí�êå. Äëÿ òåíçîðà âèõðåâîé äè��óçèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ìîæåò áûòüîöåíåíà êàê µq4∂2
q . Åå ñðàâíåíèå ñ âêëàäîì îò îáû÷íîé äè��óçèè κ∂2

q ïðèâîäèòê íèæåñëåäóþùåé îöåíêå:
rbl = (κ/µ)1/4. (3.14)Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî rbl ≪ L, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëî�âèþ Pe ≫ 1, ãäå Pe - ýòî ÷èñëî Ïåêëå: Pe = VLL/κ. Êàê ñëåäóåò èç (3.14),

L/rbl ∼ Pe1/4. Â ñëó÷àå âÿçêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ñèëüíî ðàçâèòîé òóðáó�ëåíòíîñòè ñïðàâåäëèâà îöåíêà Pe ∼ Sc, ãäå Sc = ν/κ - ýòî ÷èñëî Øìèäòà. Äëÿýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Pe ∼ Sc · Re.3.2. Ñòàòèñòèêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñêàëÿðàÂ äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ:ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàññèâíîãî ñêàëÿðà 〈θ〉. Ýòà âåëè÷èíà ñèëüíî çàâèñèò îò ðàñ�ñòîÿíèÿ äî ñòåíêè q, è ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü íèõ. Â äàëüíåé�øåì ìû áóäåì èãíîðèðîâàòü ýòó çàâèñèìîñòü, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî õàðàêòåðíûéìàñøòàá, ñâÿçàííûé ñ íåé îöåíèâàåòñÿ êàê ðàçìåð ñîñóäà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâ�íåíèÿ (3.6,3.13) ðåäóöèðóþòñÿ ê
∂t〈θ〉 = µ∂q

(

q4∂q〈θ〉
)

+ κ∂2
q 〈θ〉 . (3.15)Àäâåêöèîííûé ÷ëåí (ïðîïîðöèîíàëüíûé µ) â óðàâíåíèè (3.15) äîìèíèðóåò âîáëàñòè q ≫ rbl, â òî âðåìÿ êàê äè��óçèîííûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ïðè q ≪58



rbl, ãäå rbl - òîëùèíà äè��óçèîííîãî ñëîÿ, îïðåäåëåííîãî â (3.14). Ïðè àíàëèçåäàííîãî óðàâíåíèÿ ìû èñïîëüçóåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå limq→∞〈θ〉 = 0, òàê êàêáîëüøèå q îòíîñÿòñÿ ê âíóòðåííåé ÷àñòè ñîñóäà, âíóòðè êîòîðîé çíà÷åíèå θóìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ.Íåòðèâèàëüíàÿ ýâîëþöèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà íà÷èíàåòñÿ â ïåðè�åðèéíîéîáëàñòè ïîñëå îêîí÷àíèÿ ãîìîãåíèçàöèè ñêàëÿðà âíóòðè ñîñóäà. Ïðè ýòîì âíà÷àëå ðàñïðåäåëåíèå ïàññèâíîãî ñêàëÿðà èìååò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá L. Ïî�ñëåäóþùàÿ ýâîëþöèÿ ñêàëÿðà ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå ñòàäèè. Â ïåðâîéñòàäèè òîëùèíà ñëîÿ δ, âíóòðè êîòîðîãî ñêîíöåíòðèðîâàí ñêàëÿð óìåíüøàåòñÿïî çàêîíó δ = (µt)−1/2. Êîãäà âåëè÷èíà δ äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ rbl, íà÷èíàåòñÿñëåäóþùàÿ ñòàäèÿ, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ �èêñèðîâàííûì ìàñøòàáîì rbl.Ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðâîé ñòàäèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äè��óçèîííûì ÷ëåíîì(ïðîïîðöèîíàëüíûì κ) è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå
∂t〈θ〉 = µ∂q

(

q4∂q〈θ〉
)

. (3.16)êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåøåíî ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè 〈θ〉 = exp(−st)ϕs(q):
ϕs =

√

π

2

(

s

µq2

)3/4

J3/2

(

√

s/µ q−1
)

. (3.17)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè
∞∫

0

dq ϕs(q)ϕσ(q) =
πs3/2

µ1/2
δ(s − σ) ,ìîæíî ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.16):

〈θ(t, q)〉 =

∞∫

0

ds ϕs(q)

√
µ e−st

πs3/2

∞∫

0

dq′ ϕs(q
′)θ0(q

′) (3.18)ñâÿçûâàþùåå òåêóùåå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.Ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè δ ≫ rbl, êîãäà îáëàñòü rbl ≪ q . δ, â êî�òîðîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äè��óçèîííûìè ÷ëåíàìè, ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèáîëüøîé. 59



Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà θ èìååò õàðàêòåðíóþ äëèíó L. Ïîýòîìóíà âðåìåíàõ, êîãäà δ ≪ L è q ≪ L, â óðàâíåíèè (3.18) ìîæíî çàìåíèòü θ(t = 0)íà ϑ0 = θ(t = 0, q = 0). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â óðàâíåíèè (3.18)ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå
〈θ(t, q)〉 =

ϑ0

π

∞∫

0

ds

s
e−stϕs(q) .

= ϑ0

[

erf

(

δ

2q

)

− δ√
π q

exp

(

− δ2

4q2

)]

. (3.19)Ýòîò ïðî�èëü èìååò óíèâåðñàëüíóþ �îðìó è íå çàâèñèò îò äåòàëåé íà÷àëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ θ(t = 0). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èç âûðàæåíèÿ (3.19) âèäíî, ÷òîñîêðàùåíèÿ ðåãèîíà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ñêàëÿð: δ = (µt)−1/2. Ïðè q ≫ δñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:
〈θ〉 ≈ ϑ0δ

3

6
√

πq3
. (3.20)Â îáðàòíîì ïðåäåëå ïðè q ≪ δ ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêàëÿðà ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿí�íî è ðàâíî 〈θ〉 = ϑ0.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óðàâíåíèå (3.16) èìååò äèâåð�ãåíòíûé âèä, îòâå÷àþùèé ñîõðàíåíèþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñêàëÿðà 〈θ〉, ïîëíîåêîëè÷åñòâî ñêàëÿðà â ïåðè�åðèéíîé îáëàñòè ∫

dq 〈θ〉 îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèìîò âðåìåíè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (3.19). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ýòîðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâîìó ïîòîêó ñêàëÿðà, íàïðàâëåííîìó â áîëüøèå
q, òî åñòü âíóòðü ñîñóäà, êîòîðûé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ãèãàíòñêèé ðåçåð�âóàð. Âåëè÷èíà ïîòîêà µq4∂q〈θ〉 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà è íàïðÿìóþ èç óñëîâèÿ(3.20). Ïîìèìî ýòîãî, ýâîëþöèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà íà ïåðâîé ñòàäèè îêàçûâà�åòñÿ íå÷óâñòâèòåëüíîé ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Òàêèì îáðàçîì, îíà ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíà â îïèñàíèè êàê ïîâåäåíèÿ ïîëÿ òåìïåðàòóðû, òàê è äëÿ êîíöåí�òðàöèè ïðèìåñåé.Âî âðåìÿ âòîðîé ñòàäèè âëèÿíèåì äè��óçèè óæå íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü è çà�60



äà÷à ñòàíîâèòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîé ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñêàëÿð ó ñòåíêè. �àñ�ñìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó î ðàçìåøèâàíèè ïðèìåñåé, â êîòîðîé âåëè÷èíà ñêàëÿ�ðà ñîîòâåòñòâóåò èõ êîíöåíòðàöèè. �ðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä ∂q〈θ〉 = 0 ïðè
q = 0 è îòâå÷àåò íóëåâîìó ïîòîêó ñêàëÿðà ñ ãðàíèö. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ãëàâ�íûé âêëàä â ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà âíîñèò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà â ïðà�âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.15). Ïîýòîìó íà ýòîé ñòàäèè ñêàëÿð çàòóõàåò ýêñïîíåí�öèàëüíî áûñòðî: 〈θ〉 ∝ exp(−γt). Çíà÷åíèå γ äàåòñÿ âûðàæåíèåì γ = cE

√
κµ,â êîòîðîì êîíñòàíòà cE ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ:

cE ≈ 1.81. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñàìîãî ñêàëÿðà 〈θ〉 ìîæåò áûòü ñâÿçàíîñ åãî íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ϑ0 âáëèçè ñòåíêè: 〈θ(q = 0)〉 = c0ϑ0 exp(−γt), ãäå
c0 ≈ 1.55. Àíàëîãè÷íî ìîæíî âû÷èñëèòü è çàêîí ðàñïàäà ïîëíîãî êîëè÷åñòâàñêàëÿðà: ∫

dq 〈θ〉 = c1ϑ0rbl exp(−γt), ãäå c1 ≈ 1.55.Â ñëó÷àå êîãäà ïàññèâíûé ñêàëÿð θ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òåìïåðàòóðû, ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ �èêñèðóþò çíà÷åíèå ñêàëÿðà íà ãðàíèöå: θ(q = 0) = ϑ0. Â ýòîì ñëó÷àåïîñëå ïåðâîé ñòàäèè �îðìèðóåòñÿ êâàçè-ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà
〈θ〉, îòâå÷àþùåå ïîñòîÿííîìó ïîòîêó òåïëà âíóòðü ñîñóäà. Ýòî ðàñïðåäåëåíèåìîæåò áûòü íàéäåíî íàïðÿìóþ èç óðàâíåíèÿ (3.15), â êîòîðîì ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü ÷ëåíîì ñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:

〈θ〉 =
2
√

2

π
κ3/4µ1/4ϑ0

∞∫

q

dq1

µq4
1 + κ

. (3.21)Ïðè q ≫ rbl îïÿòü ïîëó÷àåòñÿ çàêîí 〈θ〉 ∝ q−3, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿí�íîìó ïîòîêó ñêàëÿðà âíóòðü ñîñóäà.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü ñäåëàííîå ðàíåå ïðåäïîëîæå�íèå î ðàçäåëåíèè âðåìåí, ïðèâîäÿùåå ê óðàâíåíèþ (3.9). Äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé�àçû ýâîëþöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðî�èëþ (3.19), õàðàêòåðíîå âðåìÿ ìîæåòáûòü îöåíåíî êàê t ∼ (µδ2)−1. Ïîýòîìó, îòíîøåíèå âðåìåí t/τ (ãäå τ - âðå�ìÿ êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòè) ìîæåò áûòü îöåíåíî êàê t/τ ∼ (L/δ)2 ≫ 1.61



Âî âðåìÿ âòîðîé ñòàäèè, êîãäà ýâîëþöèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà îïðåäåëÿåòñÿ ñîâ�ìåñòíûì äåéñòâèåì äè��óçèè è àäâåêöèè, õàðàêòåðíûé ðàçìåð δ ñëåäóåò çà�ìåíèòü íà rbl, ÷òî, ñ ó÷åòîì âûøåïðèâåäåííûõ îöåíîê, ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó
t/τ ∼ Pe1/2 ≫ 1.3.3. Âûñøèå ìîìåíòû ïàññèâíîãî ñêàëÿðàÊàê áûëî óæå îòìå÷åíî, âî âðåìÿ ïåðâîé ñòàäèè ýâîëþöèè ïàññèâíîãî ñêà�ëÿðà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äè��óçèîííûì ÷ëåíîì â óðàâíåíèè, îïèñûâàþùåì ýâî�ëþöèþ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå (3.10), îïè�ñûâàþùåå äèíàìèêó âûñøèõ ìîìåíòîâ 〈θn〉. Âûñøèå ìîìåíòû, êàê è ñðåäíååçíà÷åíèå ñêàëÿðà çàâèñÿò â îñíîâíîì îò q, èõ çàâèñèìîñòüþ îò ïðîäîëüíîé êî�îðäèíàòû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (3.13) â óðàâíåíèå (3.10)ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂t〈θn〉 = µ∂q

(

q4∂q〈θn〉
)

, (3.22)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (3.16). Åãî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó�÷åíî ïî àíàëîãèè ñ âûðàæåíèåì (3.18):
〈θn〉 =

∞∫

0

ds ϕs(q)

√
µ e−st

πs3/2

∞∫

0

dq′ ϕs(q
′)θn

0 (q′). (3.23)Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå δ ≫ rbl, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü âëèÿíè�åì îáëàñòè q ∼ rbl, ãäå ñóùåñòâåííà äè��óçèÿ. Ïîñêîëüêó íà÷àëüíîå ðàñïðå�äåëåíèå ñêàëÿðà θ èìååò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá L, òî ïðè óñëîâèè δ ≪ L, ìûïîëó÷àåì, êàê è ðàíüøå, óíèâåðñàëüíîå âûðàæåíèå
〈θn〉 = ϑn

0

[

erf

(

δ

2q

)

− δ√
π q

exp

(

− δ2

4q2

)]

, (3.24)ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (3.19). Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî,÷òî â îáëàñòè q ≫ δ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòèêà 〈θn〉 ≈ ϑn
0δ

3/(6
√

π q3).62



Ñòðîãî ãîâîðÿ, âûðàæåíèå (3.23) ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ìîìåíòîâ ñêàëÿ�ðà, íî è äëÿ ïðîèçâîëüíîé óñðåäíåííîé �óíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ëîêàëü�íîãî çíà÷åíèÿ θ. Ýòî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà
P (t, q, θ) = 〈δ [θ − θ(t, q)]〉. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (3.23) â âèäå

P (t, q) =
1

q3/2

∞∫

0

dk

∞∫

0

dq′

(q′)3/2
k exp(−µk2t)

×J3/2(k/q)J3/2(k/q′)P (0, q′) , (3.25)Ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî k ïîëó÷àåì
P =

1√
πµt

∞∫

0

dq′

qq′
exp

[

− 1

4q2µt
− 1

4q′2µt

]

P (0, q′)

×
{

cosh

[

1

2qq′µt

]

− 2µtqq′ sinh

[

1

2qq′µt

]}

. (3.26)Åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ìîíîòîííóþ �óíê�öèþ θ0(q), êîòîðàÿ óõîäèëà â íîëü ïðè q → ∞ è äîñòèãàëà ñâîåãî ìàêñè�ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè q → 0, òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå P (t = 0, q, θ) =

−[1/θ′0(q)]δ[q − q0(θ)], ãäå �óíêöèÿ q0(θ) îïðåäåëÿåòñÿ êîñâåííî ÷åðåç óðàâíå�íèå θ0(q0) = θ. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â âûðàæåíèè (3.26) ïîëó÷àåì
P (t, q, θ) =

1

qq0|θ′0(q0)|

[

g

(

1

q
− 1

q0

)

(1 − 2µtqq0)

+g

(

1

q
+

1

q0

)

(1 + 2µtqq0)

]

, (3.27)
g(x) =

1

2
√

πµt
exp

(

− x2

4µt

)

.Ñ ðîñòîì t ïîãðàíè÷íûé ñëîé, îïðåäåëÿåìûé δ, óìåíüøàåòñÿ â ðàçìåðàõ. Ïîýòî�ìó ïàäàþò è õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ èíòåðåñíûõ q. Ïîñêîëüêó q0 �èêñèðîâàíîäëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ θ, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ïî 1/q0 äëÿ ïî�ëó÷åíèÿ óíèâåðñàëüíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:
P =

1

12q2
√

π (µt)5/2q3
0|θ′0(q0)|

exp

(

− 1

4q2µt

)

. (3.28)63



Ê ñîæàëåíèþ, âûðàæåíèå (3.28) íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âû÷èñëåíèÿìîìåíòîâ θ, ïîñêîëüêó èíòåãðàëû ∫
dθ θnP (θ) ðàñõîäÿòñÿ âáëèçè ìàêñèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ ñêàëÿðà θ0. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè âûðàæåíèÿ(3.28) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì q0(θ) ≫ q, êîòîðîå íàðóøàåòñÿ ïðè ìàëûõ q0,ñîîòâåòñòâóþùèõ θ áëèçêîìó ê ϑ0.Âî âðåìÿ âòîðîé ñòàäèè äè��óçèÿ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé, ÷òî íå ïîçâî�ëÿåò ïîëó÷èòü çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ íà ìîìåíòû ñêàëÿðà 〈θn(t, q)〉. Äëÿ òîãî,÷òîáû íàéòè èõ íåîáõîäèìî ðåøàòü ïîëíûå óðàâíåíèÿ (3.9), îïèñûâàþùèå ýâî�ëþöèþ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ïàññèâíîãî ñêàëÿðà. Ýòà çàäà÷à ïðàêòè÷åñêèíå ïîääàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ. Èç ëèíåéíîé ñòðóêòóðû óðàâíå�íèé (3.9) ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé íàáîëüøèõ âðåìåíàõ îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì îïåðàòîðà, ñòîÿùåãî âïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.9). Ïðè ýòîì, â îáëàñòè q ≫ rbl, ãäå ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü äè��óçèîííûìè ÷ëåíàìè, ñïðàâåäëèâû çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ (3.22).×ëåí ñ âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé îêàçûâàåòñÿ ìàë ïðè q ≫ rbl, ÷òî ïîçâîëÿåò ïî�ëó÷èòü ñëåäóþùåå óíèâåðñàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿìîìåíòîâ ñêàëÿðà ïðè q ≫ rbl:

〈θn(t, q)〉 ∝ q−3 , (3.29)Ñèòóàöèÿ çäåñü ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ñêàëÿðà, ïîñêîëüêóóðàâíåíèå (3.22) èìååò �îðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äëÿ âûñøèõ ìîìåíòîâ ñêàëÿ�ðà. Çàêîíû 〈θn(t, q)〉 ∝ q−3 ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâîìó ïîòîêó âûñøèõ ìîìåíòîâñêàëÿðà íà áåñêîíå÷íîñòü.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ñêàëÿðà - òåìïåðàòóðû. Ïîñêîëüêó âíóòðè ñîñóäàçíà÷åíèå òåìïåðàòóðû îòëè÷àåòñÿ îò �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ íà ñòåíêå, ñòà�òèñòè÷åñêè êâàçèñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, �îðìèðóþùååñÿ âî âðåìÿ âòîðîé ñòà�äèè õàðàêòåðèçóåòñÿ íåíóëåâûì ñðåäíèì ïîòîêîì. Ýòî ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòüíàéäåíî ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.9), â êîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðîèç�64



âîäíîé ïî âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè q ≫ rbl ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþàíàëîãè÷íîé ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì àáçàöå, è àñèìïòîòèêà âûñøèõ ìî�ìåíòîâ ñêàëÿðà òàêæå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.29). Âíóòðè äè��óçèîííîãîñëîÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà θ ∼ ϑ0, ãäå ϑ0 - ýòî òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå ñîñóäà (ïðèýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âíóòðè ñîñóäà òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ). Èñïîëüçóÿóðàâíåíèå (3.10) ïîëó÷àåì îöåíêó 〈θn〉 ∼ ϑn
0(rbl/q)

3.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè q ≫ δ âî âðåìÿ ïåðâîé ñòàäèè èëèïðè q ≫ rbl âî âðåìÿ âòîðîé ñïðàâåäëèâ çàêîí (3.29). Áîëåå òîãî, âî âðåìÿïåðâîé ñòàäèè âåðíî ñîîòíîøåíèå 〈θn〉 ∼ 〈θ〉n(q/δ)3(n−1), à âî âðåìÿ âòîðîéíåðàâåíñòâî 〈θn〉 & 〈θ〉n(q/rbl)
3(n−1). Ýòè âûðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûñøèåìîìåíòû ïàññèâíîãî ñêàëÿðà ïàðàìåòðè÷åñêè áîëüøå ñâîèõ ãàóññîâñêèõ îöåíîê,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíîé ïåðåìåæàåìîñòè â ñèñòåìå. Âûðàæåíèå (3.29) ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê ïðîÿâëåíèå àíîìàëüíîãî ñêåéëèíãà. Ýòîò ñêåéëèíã ÿâëÿåòñÿýêñòðåìàëüíûì, ïîñêîëüêó ýêñïîíåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòü ìîìåí�òîâ ñêàëÿðà îò q íå çàâèñÿò îò íîìåðà ìîìåíòà n.3.4. Ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿÂ äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ F (r1, r2).Íàèáîëåå ïðîñòî àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà q1, q2 ≫ δ â ïåðâîé ñòàäèè èëè

q1, q2 ≫ rbl âî âòîðîé. Ïðè ýòîì â óðàâíåíèè (3.7) äîñòàòî÷íî îñòàâèòü òîëüêîîäèí ÷ëåí ∇1α[Dαβ(r1, r1)∇1βF ]. Ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêî óñòàíîâèòü àñèìïòîòè�÷åñêîå ïîâåäåíèå F ∝ q−3
1 . Òàêèì îáðàçîì â ýòîé îáëàñòè ïîâåäåíèå ïàðíîéêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ âûñøèõ ìîìåíòîâ.Â ñëó÷àå êîãäà òî÷êè r1 è r2 áëèçêè ê äðóã-äðóãó òàê ÷òî ̺ ≪ L, ïðè

̺ζ = r1ζ − r2ζ çàäà÷à òàêæå ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà àíàëèòè÷åñêè. Èñïîëüçóÿïðèáëèæåíèÿ (3.13) è |q1−q2| ≪ Q, à òàêæå çàìåíû ïåðåìåííûõ Q = (q1+q2)/2
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è q = q1 − q2, óðàâíåíèå (3.7) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
∂tF = µ∂Q(Q4∂QF ) + (κ/2)∂2

QF + 2κ∂2
qF

+
{

4µQ3q∂Q∂q − 2µQ3̺∂Q∂̺ +
[

H10q
2/̺ − 2(2µ + 3H20)Q

2̺
]

∂̺

}

F

+
{

4µQ2q2∂2
q − 2H30Q

4̺2∂2
q − 2µQ2̺q∂q∂̺

s + (2µ + H20)Q
2̺2∂2

̺ + H10q
2∂2

̺

}

F. (3.30)Äåòàëè âûâîäà ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè À. Åñòåñòâåííî ââåñòè ïàðàìåòðèçà�öèþ F =
〈

θ2(Q)
〉

(1+ς) â êîòîðîé åäèíèöà â ñêîáêå îòâå÷àåò îñíîâíîìó âêëàäóâ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ, ñâÿçàííîìó ñî âòîðûì ìîìåíòîì ñêàëÿðà, à ς - ýòîìàëàÿ ïîïðàâêà êîòîðàÿ óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ ïðè r1 → r2.Â îáëàñòè Q ≫ δ âî âðåìÿ ïåðâîé ñòàäèè è Q ≫ rbl âî âðåìÿ âòîðîé ÷ëåíîìñ âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé â óðàâíåíèè (3.30) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþñ ÷ëåíîì, ñîîòâåòñòâóþùèì âèõðåâîé äè��óçèè. Òàêæå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èîáû÷íîé äè��óçèåé. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:
{

(2H30̺
2 − 7x2)∂2

x − 11x∂x + 3 +
[

(2 + H20)̺
2 + H10x

2
]

∂2
̺ +

(

2(1 − 3H20)̺ + H10x
2/̺
)

∂̺

}

ς = 0, (3.31)ãäå x = q/Q. Ïðè âûâîäå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî 〈θ2(Q)
〉

∝
Q−3. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.31) ìîæåò áûòü âûðàæåíî â âèäå ñóììû îòäåëüíûõâêëàäîâ âèäà ςb = (qQ)bfb(x, ̺), ãäå fb óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (3.31) (ïî�ñêîëüêó qQ - ýòî íóëåâàÿ ìîäà îïåðàòîðà, âõîäÿùåãî â ýòî óðàâíåíèå). ßñíî,÷òî îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòèêó îïðåäåëÿåòñÿ ÷ëåíîì ñ b = 0 (ïîñêîëüêóîòðèöàòåëüíûå b íå âîçìîæíû). Òàê êàê îïåðàòîð â óðàâíåíèè (3.31) èìååòâïîëíå îïðåäåëåííûå ñêåéëèíãîâûå ñâîéñòâà, òî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìî�ãóò áûòü çàïèñàíû â ïðîñòîé àâòîìîäåëüíîé �îðìå ς = (q/Q)aΨ(Q̺/q). Ïðèýòîì îñíîâíîé âêëàä â ς îïðåäåëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì çíà÷åíèåì aè ÿâëÿåòñÿ íåóíèâåðñàëüíûì, çàâèñÿùèì îò êîíêðåòíûõ êîý��èöèåíòîâ Hij.Ìîëåêóëÿðíàÿ äè��óçèÿ ñãëàæèâàåò �óíêöèþ ς íà ìàñøòàáàõ q ∼ r2
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Âûøåïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ óêàçûâàþò íà ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå ïîâå�äåíèå ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè: îñíîâíàÿ àíîìàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ýòîé�óíêöèè ñâÿçàíà ñ ïîâåäåíèåì âòîðîãî ìîìåíòà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà. Çàâèñè�ìîñòü îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè r1 è r2 îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé ς ,êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåòðèâèàëüíî àâòîìîäåëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò êîìáè�íàöèè Q̺/q.3.5. Çàòóõàíèå ñêàëÿðà â òðóáåÇäåñü áóäåò ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå ïàññèâíîãî ñêàëÿðà, ïðîòàëêèâàåìîãî÷åðåç òðóáêó ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûì ïîòîêîì, ó êîòîðîãî õàîòè÷åñêàÿ êîì�ïîíåíòà âîçáóæäåíà íà �îíå ñðåäíåé ñêîðîñòè u âäîëü òðóáû. Ïîäîáíàÿ ñõåìàèñïîëüçîâàëàñü â ýêñïåðèìåíòàõ �ðîéñìàíà è Øòàéíáåðãà [40, 68℄. Â ýòîé ðà�áîòå õàîòè÷åñêèé ïîòîê (ýëàñòè÷åñêàÿ òóðáóëåíòíîñòü) âîçáóæäàëñÿ â ñëàáîìðàñòâîðå ïîëèìåðîâ, ïðîòàëêèâàåìîì ÷åðåç êðèâîëèíåéíóþ òðóáó. Â òàêîé ñè�ñòåìå ýâîëþöèÿ ñêàëÿðà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
∂tθ + u∂zθ + vα∇αθ = κ∇2θ, (3.32)ãäå v - ýòî �ëóêòóèðóþùàÿ ÷àñòü ïîëÿ ñêîðîñòè (ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷å�íèåì), à z - ýòî êîîðäèíàòà âäîëü òðóáû. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ìû áóäåìïðîâîäèòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü u íàìíîãî áîëüøå, ÷åì v,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñèòóàöèè.Åñëè ðàçíèöà äàâëåíèé ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïðîòàëêèâàåòñÿ ïîòîê ïîñòîÿí�íà, òî ïîòîê ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûì è îäíîðîäíûì âäîëüòðóáêè ( ñå÷åíèå êîòîðîé òàêæå ïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííûì). Â ýòîì ñëó÷àå u íåçàâèñèò îò z, à êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè çàâèñÿò îò ðàçíèöû âðåìåí è ðàçíèöûêîîðäèíàò âäîëü òðóáû. Ïîýòîìó, â çàäà÷å ñî ñòàöèîíàðíîé íàêà÷êîé ñêàëÿðà âòðóáó, êîîðäèíàòà z àíàëîãè÷íà âðåìåíè â ðàñïàäíîé çàäà÷å. Èñïîëüçóÿ ìåòî�67



äû îïèñàííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿìíà êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ñêàëÿðà:
u∂zFn = κ

n
∑

m=1

∇2
mFn +

n
∑

m,k=1

∇mα [Dαβ(rm, rk)∇kβ]Fn. (3.33)Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì (3.9) â òîì, ÷òî ðîëü âðåìåí�íîé ïðîèçâîäíîé èãðàåò ÷ëåí, îòâå÷àþùèé çà àäâåêöèþ ñêàëÿðà âäîëü òðóáû.Êàê è ðàíüøå ìû ââîäèì êîîðäèíàòó q èçìåðÿþùóþ ðàññòîÿíèå äî çàäàííîéòî÷êè îò ñòåíû. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü u ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé q, êîòîðàÿ èäåò ê íóëþêàê u ∝ q âáëèçè ãðàíèöû òðóáû. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ãëàâíîãî îòëè÷èÿäàííîé çàäà÷è, îò òåõ, ÷òî ðàññìàòðèâàëèñü â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Óðàâíåíèåíà ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêàëÿðà ïðèíèìàåò âèä
s0q∂z〈θ〉 =

[

µ∂qq
4∂q + κ∂2

q

]

〈θ〉. (3.34)Íåñìîòðÿ íà äîïîëíèòåëüíûé �àêòîð q â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ, êà÷å�ñòâåííî êàðòèíà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà òîé, ÷òî ïîëó÷àëàñü â ðåçóëüòàòå èñ�ñëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (3.15). Âî âðåìÿ ïåðâîé ñòàäèè ïðàêòè÷åñêè âåñü ñêàëÿððàñïîëîæåí âíóòðè ñëîÿ òîëùèíû δ = s0/(µz) è ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèåé ìîæ�íî ïðåíåáðå÷ü. Âî âðåìÿ ýòîé ñòàäèè ñêàëÿð çàòóõàåò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ñêîîðäèíàòîé z. Êîãäà δ äîñòèãàåò ðàçìåðîâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ rbl, ìîëåêóëÿð�íàÿ äè��óçèÿ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé è çàòóõàíèå ñêàëÿðà ñòàíîâèòñÿ ýêñïî�íåíöèàëüíî áûñòðûì.Êàê è ðàíüøå âîçìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ïîâåäå�íèÿ ñêàëÿðà âî âðåìÿ ïåðâîé ñòàäèè, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìîëåêóëÿðíîéäè��óçèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ëþáîé îäíîòî÷å÷íîé �óíêöèè ñêà�ëÿðà Φ(θ), â ÷àñòíîñòè, ìîìåíòû 〈θn〉 èëè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P (θ, q, z) =

〈δ[θ − θ(q, z)]〉 îïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì
∂z〈Φ〉 =

µ

s0q
∂qq

4∂q〈Φ〉 ≡ Ĥ〈Φ〉. (3.35)68



Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåøåíî ñ ïîìîùüþ �îðìàëèçìà�óíêöèé �ðèíà. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.35) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
〈Φ(z, q)〉 =

∞∫

0

dq′ G(z, q, q′)Φ(z = 0, q′) , (3.36)ãäå G - ýòî �óíêöèÿ �ðèíà, ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîé ìîæåò áûòü ïîëó�÷åíî ïîñëå àíàëèçà ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå �óíêöèè. Ïîñêîëü�êó îïåðàòîð Ĥ íå Ýðìèòîâ, íåîáõîäèìî íàéòè êàê ïðàâûå, òàê è ëåâûå ñîá�ñòâåííûå �óíêöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Ĥfλ + λfλ = 0 è
Ĥ+gλ + λgλ = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ÷åì H+ = (s0/µ)∂qq

4∂qq
−1. �åøåíèÿ ýòèõóðàâíåíèé ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç �óíêöèè Áåññåëÿ:

fλ = x3J3(x), gλ = xJ3(x), x = 2
√

λ/q (3.37)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
∞∫

0

dq gλ(q)fλ′(q) = 16λ2δ(λ − λ′) ,ïîëó÷àåì
G(z, q, q′) =

∞∫

0

dλ

16λ2
exp(−λδ−1)fλ(q)gλ(q

′)

=
δ

q3/2(q′)1/2
exp (−δ/q − δ/q′) I3

(

2δ/
√

qq′
)

. (3.38)Åñëè íà÷àëüíûé ïðî�èëü ñêàëÿðà ÿâëÿåòñÿ �èêñèðîâàííûì θ = θ0(q), òîíà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ ìîìåíòà n-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ θn
0 (q). Äëÿ

δ ≪ L ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ 〈θn(0, z)〉 = ϑn
0 , ãäå ϑ0 = θ0(0).Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3.36) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

〈θn(z, q)〉 =
ϑn

0δ
3

6q3
exp (−δ/q) 1F1 (1, 4, δ/q) . (3.39)69



Êàê è ðàíüøå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óíèâåðñàëüíûé ïðî�èëü. Åñëè q ≫ δ,òî êàê 1F1, òàê è ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà åäè�íèöó, ÷òî äàåò 〈θn(z, q)〉 = ϑn
0δ

3/(6q3). Äëÿ q ≪ δ ïîëó÷àåì 〈θn(z, q)〉 = ϑn
0 . Äëÿòîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà íåîá�õîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (z = 0, q, θ) = δ(θ − θ0(q)) =

−(1/θ′0(q))δ(q− q0(θ)). Çäåñü q0(θ) îïðåäåëåíà, êàê è ðàíüøå ñ ïîìîùüþ óðàâíå�íèÿ θ0(q0) = θ. Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ �óíêöèåé �ðèíà ïðèâîäèòê
P (z, q, θ) =

∫
dq′ G(z, q, q′)P (0, q, θ) (3.40)

= − 1

q3/2q
1/2
0

δ

θ′0(q0)
exp

(

−δ

q
− δ

q0

)

I3

(

2
δ√
qq0

)

.Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, ïðè q ≫ δ2/L (è ïðè L ≫ δ) ìîæíî èñïîëüçîâàòüïðèáëèæåíèå
P (z, q, θ) ≈ − δ4

6q3q2
0θ

′
0(q0)

exp (−δ/q) . (3.41)Îïÿòü òàêè, ýòî âûðàæåíèå íå ïðèìåíèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ ïàññèâíîãîñêàëÿðà, â ñâÿçè ñ ðàñõîäèìîñòüþ âáëèçè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ θ = ϑ0.Äëÿ ýêñïåðèìåíòà ñ òðóáîé õàðàêòåðíûé ìàñøòàá, íà êîòîðîì äè��óçèÿñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå ñàìûì âûðàæåíèåì (3.14). Êî�ãäà δ óìåíüøàåòñÿ äî rbl íàñòóïàåò ñëåäóþùèé ðåæèì, ñâîéñòâà êîòîðîãî çàâè�ñÿò îò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Äëÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöèè âî âðåìÿýòîãî ðåæèìà çàòóõàíèå ìîìåíòîâ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà âäîëü òðóáû ÿâëÿåòñÿýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðûì. Ïðè ýòîì äëÿ ïåðâîãî ìîìåíòà (ñðåäíåãî çíà÷å�íèÿ ñêàëÿðà) äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç óðàâíåíèÿ (3.34)è îïðåäåëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà â ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z ñïðàâåäëèâ çàêîí
〈θ〉 ∝ exp(−αz), ãäå α ∼ κ1/4µ3/4s−1

0 . Ñîáñòâåííàÿ çàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿóðàâíåíèþ (3.34) ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî: α ≈ 3.72κ1/4µ3/4s−1
0 .70



Â ñëó÷àå åñëè ïàññèâíûé ñêàëÿð ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òåìïåðàòóðû, �èêñèðîâàí�íûì íà ãðàíèöå, è íå çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàòû âäîëü òðóáû, èìååòñÿ êâàçè�ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà. Ïðè ýòîì ñðåäíåå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðûîïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.34) ñ îòáðîøåííûì ÷ëåíîì, îòâå÷àþùèì z ïðîèçâîä�íîé. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïÿòü ïðèõîäèì ê òîìó æå óðàâíåíèþ, ÷òî è â ñëó÷àåñêàëÿðà â ñîñóäå, ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíî â (3.21). Âûñøèå ìîìåíòûòåìïåðàòóðû âåäóò ñåáÿ íåñêîëüêî èíà÷å, íî êà÷åñòâåííî èõ ïîâåäåíèå îñòàåò�ñÿ òàêèì æå, êàê è äëÿ çàäà÷è î ñêàëÿðå â ñîñóäå. Â ÷àñòíîñòè ñïðàâåäëèâûñîîòíîøåíèÿ 〈θn〉 ≈ ϑn
0 ïðè q ≪ rbl, è 〈θn〉 ∼ ϑn

0(rbl/q)
3, ïðè q ≫ rbl.Êà÷åñòâåííî êàðòèíà îñòàåòñÿ òîé æå è äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé �óíê�öèè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà. Âåäóùåå àíîìàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ýòîé �óíêöèè ñâÿ�çàíà ñ ïîâåäåíèåì âòîðîãî ìîìåíòà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà. Ïàðíàÿ êîððåëÿöèîí�íàÿ �óíêöèÿ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷èìà îò âòîðîãî ìîìåíòà ïðè q1, q2 ≪ rbl.×òî êàñàåòñÿ çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè r1 è r2, òî â ñëó÷àå

q1, q2 ≫ rbl îíà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ς , îïðåäåëÿåìîé êàêè ðàíüøå ñîîòíîøåíèåì F =
〈

θ2(Q)
〉

(1 + ς), êîòîðàÿ îáëàäàåò íåòðèâèàëüíîéàâòîìîäåëüíîé çàâèñèìîñòü îò Q̺/q.Âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü èñõîäíîå ïðåäïîëîæå�íèå î ðàçäåëåíèè âðåìåí, â ñëó÷àå çàäà÷è ñ òðóáîé. Ïðîìåæóòî÷íàÿ ñòàäèÿýâîëþöèè õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðî�èëåì (3.39), äëÿ êîòîðîãî õàðàêòåðíûì âðåìåí�íûì ìàñøòàáîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà t ∼ (µδ2)−1. Ïîýòîìó îòíîøåíèå âðåìåí t/τ(ãäå τ - ýòî, êàê è ðàíüøå, âðåìÿ êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòè) ìîæåò áûòü îöå�íåíî êàê t/τ ∼ (L/δ)2 ≫ 1. Âî âðåìÿ âòîðîé ñòàäèè, êîãäà äè��óçèÿ ÿâëÿåòñÿñóùåñòâåííîé, â ýòîé îöåíêå íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè çàìåíó ïðîñòðàíñòâåííîãîìàñøòàáà δ íà rbl, ÷òî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ t/τ ∼ Pe1/2 ≫ 1.
71



Çàêëþ÷åíèåÂ õîäå ðàáîòû íàìè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ðåçóëü�òàòû:1. Ïðåäëîæåíà ïðîñòàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ îïèñûâàòü äèíàìèêó ïîëèìåð�íîé ìîëåêóëû â õàîòè÷åñêèõ è ñòàöèîíàðíûõ ïîëÿõ ñêîðîñòè ñî ñðåäíåéñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé. Ïðåäñòàâëåíî êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿïîëèìåðà, â ÷àñòíîñòè ÿâëåíèÿ tumbling. Ïðåäëîæåíû äâå ìîäåëè õàî�òè÷åñêîé êîìïîíåíòû âíåøíåãî ïîòîêà, îäíà èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåòñëó÷àéíîìó ïîëþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, à äðóãàÿ ïðåäïîëàãàåò èçîòðîïíóþ,äåëüòà-êîððåëèðîâàííóþ ñòàòèñòèêó ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ïîòîêà.2. Äëÿ çàäà÷è ñî ñòàöèîíàðíûì ïîòîêîì íàéäåíà ïîëíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëèìåðà, îïèñûâàþùàÿ îäíîâðåìåííóþ ñòàòèñòèêó êàêåãî äëèíû, òàê è îðèåíòàöèè. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü �îðìû �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ îò ÷èñëà Âàéññåíáåðãà, õàðàêòåðèçóþùåãî îòíîñèòåëüíóþìîùíîñòü âíåøíåãî ïîòîêà.3. Â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîãî âíåøíåãî ïîòîêà èçó÷åíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿóãëîâ îðèåíòàöèè ïîëèìåðà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ñäâèãîâîé êîìïîíåí�òû. Ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà φ (îòâå÷àþùåãî çà îðèåí�òàöèþ ïîëèìåðà âíóòðè ïëîñêîñòè ñäâèãîâîé êîìïîíåíòû) àñèììåòðè÷íà,è ñêîíöåíòðèðîâàíà â îáëàñòè óãëîâ φ ∼ φt ≪ 1. Íàéäåíà óíèâåðñàëüíàÿàñèìïòîòèêà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Pφ, ñâÿçàííàÿ ñ äåòåðìèíèñòñêîé äè�íàìèêîé ïîëèìåðà: Pφ ∼ sin−2 φ. Äëÿ ìîäåëè ñ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîéêîìïîíåíòîé ïîëÿ ñêîðîñòè ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ Pφ.4. �àññìîòðåíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà θ, ñâÿçàííîãî ñ îòêëîíåíèåì72



ïîëèìåðà îò ïëîñêîñòè ñäâèãîâîãî ïîòîêà. Ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíîå òåëî�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîíöåíòðèðîâàíî â îáëàñòè |θ| ∼ φt, à àñèìï�òîòèêè ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèì îòêëîíåíèÿì ñîñòîÿò èç äâóõ âêëàäîâ:äåòåðìèíèñòñêîãî Pθ ∼ θ−2 è ñòîõàñòè÷åñêîãî Pθ ∼ θ−a, â êîòîðîì êîí�ñòàíòà a íå óíèâåðñàëüíà è çàâèñèò îò �óíêöèè Êðàìåðà, ñâÿçàííîé ñîñòàòèñòèêîé ïîëÿ ñêîðîñòè.5. Èçó÷åíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí ïðîâîðîòà ïîëèìåðà T . Ïîêàçà�íî, ÷òî åå ïèê íàõîäèòñÿ â îáëàñòè T ∼ (sφt)
−1, ãäå s - àìïëèòóäà ñäâèãî�âîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè. Íàéäåíû àñèìïòîòèêè �óíêöèè ðàñïðå�äåëåíèÿ PT â ñëó÷àÿõ T ≫ (sφt)

−1 è T ≪ (sφt)
−1.6. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ïîëèìåðà P (R)îò ÷èñëà Âàéññåíáåðãà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïà�ðàìåòðà ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïî êðàéíåé ìåðå òðè êà÷åñòâåííî ðàçíûõ�îðìû P (R). Â êàæäîé èç ýòèõ ñèòóàöèé èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèåïîâåäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì îáëàñòÿì.7. Äëÿ ïîëèìåðà â ñòàöèîíàðíîì âíåøíåì ïîòîêå âû÷èñëåíà �óíêöèÿ Êðà�ìåðà, ñâÿçàííàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì äèññèïàöèè ýíåðãèè è ïðîèçâîäñòâàêîí�èãóðàöèîííîé ýíòðîïèè çà �èêñèðîâàííûé èíòåðâàë âðåìåíè. Íàé�äåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò�ëóêòóàöèîííîé òåîðåìå. Âû÷èñëåíû èõ àñèìïòîòèêè, à òàêæå èçó÷åíàèõ çàâèñèìîñòü îò ñòðóêòóðû âíåøíåãî ïîòîêà. �åçóëüòàòû îáîáùåíû íàñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû.8. Èññëåäîâàíà äèíàìèêà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà (ïîëÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåéèëè �ëóêòóàöèé òåìïåðàòóðû), ïåðåìåøèâàåìîãî õàîòè÷åñêèì èëè òóðáó�ëåíòíûì ïîòîêîì è ëîêàëèçîâàííîãî âáëèçè ãðàíèö ñîñóäà. Íàéäåíû óíè�âåðñàëüíûå çàêîíû, îïèñûâàþùèå ðàñïàä (ãîìîãåíèçàöèþ) â ïåðè�åðèé�73



íîé îáëàñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïàä ñêàëÿðà ïðîòåêàåò â äâå ñòàäèè, ïåðâàÿèç êîòîðîé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòåïåííûì çàòóõàíèåì ñêàëÿðà, è ñóæåíèåìîáëàñòè åãî ëîêàëèçàöèè. Âî âðåìÿ âòîðîé ñòàäèè ñêàëÿð ñêîíöåíòðèðî�âàí â óçêîì äè��óçèîííîì ñëîå è ðàñïàäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî.Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìîìåíòîâ ïàñ�ñèâíîãî ñêàëÿðà, åãî îäíîòî÷å÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îäíîâðåìåí�íîãî ïàðíîãî êîððåëÿòîðà. �àññìîòðåíû äâà òèïà ãåîìåòðèè, ñîîòâåòñòâó�þùèå çàìêíóòîìó ñîñóäó è òå÷åíèþ â òðóáå.Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè èçëîæåíî â ñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ:1. Lebedev V. V., Turitsyn, K. S. Passive s
alar evolution in peripheral regions.// Phys. Rev. E. � 2004. � Vol. 69, no. 3. � P. 036301.2. Chertkov M., Kolokolov I., Lebedev V., Turitsyn K. Polymer statisti
s in arandom �ow with mean shear. // J. Fluid Me
h. � 2005. � Vol. 531. � Pp.251�260.3. Celani A., Pulia�to A., Turitsyn K. Polymers in linear shear �ow: A numeri
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Ïðèëîæåíèå ÀÓðàâíåíèå íà ïàðíûé êîððåëÿòîðÎïåðàòîð âèõðåâîé äè��óçèè Â îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäíèìè ÷ëåíàìè óðàâíå�íèÿ (3.7) è èìååò ñëåäóþùèé âèä.
Â = Dij ∂

∂X i

∂

∂Xj
+

(

∂Dij

∂X i

)

∂

∂Xj
. (À.1)ÇäåñüX i - ýòî ðàñøèðåííûé íàáîð ïåðåìåííûõ (êîîðäèíàò) {q1, r11, r12, q2, r21, r22},à ìàòðèöà D èìååò âèä

D =





P (1) U

V P (2)



 , (À.2)
P (i) =
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







µq4
i 0 0

0 H10q
2
i 0

0 0 H10q
2
i
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





, (À.3)
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




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2
1q

2
2 µq2
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


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(À.5)
H1 = H10 − (µ + 3H20/2)

(

(r11 − r21)
2 + (r12 − r22)

2
)

, (À.6)
H3 = µ + H30

(

(r11 − r21)
2 + (r12 − r22)

2
)

, (À.7)
dij = H20q1q2(r1i − r2i)(r1j − r2j). (À.8)Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì Y i = {Q, q, R1, R2, ̺, φ}, ãäå Q = (q1+q2)/2, q =

q1− q2, Ri = (r1i + r2i)/2, ̺ cosφ = r11− r21, ̺ sin φ = r12− r22. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ75



îïåðàòîðà âèõðåâîé äè��óçèè Â ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
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