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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 6 îêòÿáðÿ 2005 ã.

Ðàññìîòðåíà ñòàòèñòèêà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà, ïåðåíîñèìîãî òóðáóëåíòíûì ïîëåì ñêîðîñòè, â ðàñïàäíîì

ñëó÷àå. Äèôôóçèÿ ñêàëÿðà � ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëàáîé (ìàëî ÷èñëî Ïðàíäòëÿ (Øìèäòà) �=�, ãäå � �

êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè æèäêîñòè). Èçó÷àåòñÿ ðåæèì, êîãäà êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ñêà-

ëÿðà îñòàåòñÿ ìåíüøå äëèíû êîððåëÿöèè ñêîðîñòè. Íàéäåíû îäíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

ñêàëÿðà. Îíè èçìåíÿþòñÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó è îáëàäàþò óãëîâûìè îñîáåííîñòÿìè, îòðàæàþùèìè

ëîêàëüíî-ñëîèñòîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà â ïðîñòðàíñòâå.

PACS: 05.20.Jj, 47.27.Gs, 47.27.-i

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èññëåäîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïåðåíîñà

ïàññèâíîãî ñêàëÿðà # òóðáóëåíòíûì ïîòîêîì æèä�

êîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ â ïðîáëåìå

òóðáóëåíòíîñòè. Ñêàëÿðîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, îò�

êëîíåíèå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè èëè òåìïåðàòóðû

îò èõ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ïàññèâíîñòü ñêàëÿðà îçíà�

÷àåò, ÷òî îáðàòíîå âëèÿíèå èçìåíåíèé ñêàëÿðà íà ïî�

òîê ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ

ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìå�

íåíèåì ñêîðîñòè æèäêîñòè èç-çà ôëóêòóàöèé êîí�

öåíòðàöèè ïðèìåñè èëè òåðìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðàñïàäíàÿ çàäà÷à,

â êîòîðîé ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

ñêàëÿðà â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà ïî�

ëÿ ñêàëÿðà â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåõìåð�

íûå (d = 3) è äâóìåðíûå (d = 2) òóðáóëåíòíûå

òå÷åíèÿ. Äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå ðàçâèòîãî òðåõ�

ìåðíîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ñ ÷èñëîì Ðåéíîëüä�

ñà Re� 1, ñì., íàïðèìåð, [1, 2]. Âíåøíèå èñòî÷íèêè

âîçáóæäàþò âèõðè ñ ïðèáëèçèòåëüíûì ðàçìåðîì L,

ïåðåäàâàÿ â ñðåäíåì æèäêîñòè ýíåðãèþ �v â åäèíè�

öó âðåìåíè íà åäèíèöó ìàññû. Âÿçêîñòüþ æèäêîñòè

*E-mail: ssver@itp.ac.ru

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íà ìàñøòàáàõ ðàññòîÿíèé, ìíîãî

áîëüøèõ ¾âÿçêîé¿ äëèíû

� � (�3=�v)
1=4;

ãäå � � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè. Â

èíåðöèîííîì èíòåðâàëå � � r � L óñòàíàâëèâàåò�

ñÿ ïåðåäà÷à (êàñêàä) êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñ áîëåå

êðóïíûõ ìàñøòàáîâ ðàññòîÿíèé íà áîëåå ìåëêèå. Â

ýòîì èíòåðâàëå äëÿ ìãíîâåííîé ðàçíîñòè ñêîðîñòåé

â òî÷êàõ, ðàçäåëåííûõ ðàññòîÿíèåì r, èìååòñÿ êîë�

ìîãîðîâñêàÿ îöåíêà [3]

Æv(r) � (�vr)
1=3:

Êàñêàä ïðèâîäèò ê ïåðåäà÷å ýíåðãèè ñàìûì ìàëåíü�

êèì âèõðÿì ðàçìåðîì ïîðÿäêà âÿçêîé äëèíû �. Íà

ìàñøòàáå � âÿçêîñòü ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé è êè�

íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äèññèïèðóåò â òåïëî. Ê êîëìîãî�

ðîâñêîé îöåíêå èìåþòñÿ ïîïðàâêè, ñâÿçàííûå ñ ïå�

ðåìåæàåìîñòüþ [4], êîòîðûìè ïðè ãðóáûõ ðàññìîò�

ðåíèÿõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Äâóìåðíàÿ òóðáóëåíòíîñòü [5�7] îòëè÷àåòñÿ îò

òðåõìåðíîé òåì, ÷òî â ñëó÷àå èäåàëüíîé æèäêîñòè

êðîìå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èìååòñÿ åùå îäíà ñî�

õðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà � ýíñòðîôèÿ


 =

Z
d2r !2;
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ãäå ! = curlv � çàâèõðåííîñòü æèäêîñòè. Ýòî ïðè�

âîäèò ê òîìó, ÷òî â ðàçâèòîì òóðáóëåíòíîì ñîñòîÿ�

íèè ñóùåñòâóþò äâà êàñêàäà, íà÷èíàþùèåñÿ ñ ìàñ�

øòàáà íàêà÷êè. Âíèç ïî ìàñøòàáàì ïåðåäàåòñÿ ýí�

ñòðîôèÿ, à ââåðõ � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Êàñêàä

ýíñòðîôèè çàêàí÷èâàåòñÿ íà ¾âÿçêîì¿ ìàñøòàáå

� �
p
�L=V � L;

ãäå V � ñêîðîñòü æèäêîñòè íà ìàñøòàáå íàêà÷êè L.

Êàñêàä ýíåðãèè çàêàí÷èâàåòñÿ íà áîëüøèõ ìàñøòà�

áàõ, êîãäà ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì òðåíèå æèäêî�

ñòè î äíî èëè ñòåíêè ñîñóäà.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîöåññà ïåðå�

íîñà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà # òóðáóëåíòíûì ïîòîêîì

íà ìàñøòàáàõ, ìåíüøèõ âÿçêîé äëèíû �. Íà òà�

êèõ ðàññòîÿíèÿõ ìãíîâåííàÿ ðàçíîñòü ñêîðîñòåé

Æv(r) / r, ò. å. òå÷åíèå, ïðîèñõîäèò â ðåæèìå Áýò�

÷åëîðà [8]. Â áýò÷åëîðîâñêîì òå÷åíèè ëàãðàíæåâû

òðàåêòîðèè æèäêîñòè ðàñõîäÿòñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëü�

íîìó çàêîíó. Ñðåäíÿÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü

ðàñõîæäåíèÿ ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé � íàçûâàåò�

ñÿ ýêñïîíåíòîé Ëÿïóíîâà, îíà îïðåäåëÿåò õàðàêòåð�

íîå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà ñêîðîñòè. Ìû ñ÷èòàåì ñòà�

òèñòèêó ñêîðîñòè èçîòðîïíîé, èñõîäÿ èç îáû÷íîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå íà

ìàñøòàáàõ, ìíîãî ìåíüøèõ ìàñøòàáà íàêà÷êè, ñòà�

òèñòè÷åñêè èçîòðîïíî, äàæå åñëè ñàìà íàêà÷êà íå

ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé.

Ìû ïîëàãàåì äèôôóçèþ (òåðìîäèôôóçèþ) ñëà�

áîé, ò. å. áîëüøèì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî Ïðàíäòëÿ Pr (ðàâ�

íîå îòíîøåíèþ âÿçêîñòè æèäêîñòè � ê êîýôôèöèåí�

òó äèôôóçèè) èëè ÷èñëî Øìèäòà Sc (ðàâíîå îòíî�

øåíèþ âÿçêîñòè æèäêîñòè � ê êîýôôèöèåíòó òåðìî�

äèôôóçèè). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå �

êàê äëÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, òàê è äëÿ êîýô�

ôèöèåíòà òåðìîäèôôóçèè, ò. å. áîëüøèì ñ÷èòàåòñÿ

îòíîøåíèå �=�. Â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå, ïåðåíîñÿ�

ùåì ñêàëÿð, ìîæíî îïðåäåëèòü äèôôóçèîííûé ìàñ�

øòàá rd, íà ðàññòîÿíèÿõ ìåíüøå êîòîðîãî äèôôóçèÿ

ñãëàæèâàåò íåîäíîðîäíîñòè â ðàñïðåäåëåíèè ñêàëÿ�

ðà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî Ïðàíäòëÿ (Øìèäòà) âåëèêî,

äèôôóçèîííûé ìàñøòàá rd îöåíèâàåòñÿ êàê

rd �
p
�=�:

Âÿçêèé ìàñøòàá, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâåí

� �
p
�=�;

ïîýòîìó rd � �.

Ðåæèì Áýò÷åëîðà ñî ñëó÷àéíûì ïîëåì ñêîðî�

ñòè ìîäåëèðóåò òàêæå òàê íàçûâàåìóþ ýëàñòè÷å�

ñêóþ òóðáóëåíòíîñòü [9]. Ýëàñòè÷åñêàÿ òóðáóëåíò�

íîñòü âîçíèêàåò â ðàñòâîðàõ ïîëèìåðîâ ïðè ìàëûõ

÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà Re � 1 è ÷èñëàõ Âàéññåíáåðãà

Wi � 1. ×èñëî Âàéññåíáåðãà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíî�

øåíèå îáðàòíîãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè � ïîëèìåðà ê

õàðàêòåðíîìó ãðàäèåíòó ñêîðîñòè,

Wi = �L0=V;

ãäå V � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè, à L0 � ðàç�

ìåð ñèñòåìû (ñîñóäà). Â ðåæèìå ýëàñòè÷åñêîé òóðáó�

ëåíòíîñòè îñíîâíîé âêëàä â ãðàäèåíò ñêîðîñòè âíî�

ñÿò âèõðè ðàçìåðîì ïîðÿäêà ðàçìåðà ñèñòåìû L0.

Ïîýòîìó ïðèáëèæåíèå Æv(r) / r ñïðàâåäëèâî âïëîòü

äî ñàìûõ áîëüøèõ ìàñøòàáîâ, à ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïî�

íåíòà ïîòîêà îöåíèâàåòñÿ êàê

� � V=L0:

Ìû ñ÷èòàåì ñòàòèñòèêó ñêîðîñòè èçîòðîïíîé íà ìàñ�

øòàáå L0. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ñëó÷àå ýëàñòè÷å�

ñêîé òóðáóëåíòíîñòè äèôôóçèÿ ñêàëÿðà òàêæå ÿâëÿ�

åòñÿ cëàáîé, òàê ÷òî äèôôóçèîííûé ìàñøòàá rd îêà�

çûâàåòñÿ ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðà ñèñòåìû L0. ×èñëî

Ðåéíîëüäñà

Re = L0V=�;

ïîýòîìó îòíîøåíèå äâóõ ìàñøòàáîâ ðàâíî

rd=L0 �
p
�=Re �:

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî rd � L0 âûïîëíÿåò�

ñÿ, êîãäà äëÿ îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè

è äèôôóçèè (ò. å. äëÿ ÷èñëà Ïðàíäòëÿ) âûïîëíÿåò�

ñÿ ñîîòíîøåíèå

Pr = �=�� Re�1 :

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå #0(r) ñêàëÿðà â ïðî�

ñòðàíñòâå ìû ïðåäïîëàãàåì ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîä�

íûì è èçîòðîïíûì, à ðàçìåð l íåîäíîðîäíîñòåé â

ðàñïðåäåëåíèè #0 � íàõîäÿùèìñÿ ìåæäó äèôôóçè�

îííûì è âÿçêèì ìàñøòàáàìè, rd � l � �. Â ñëó÷àå

ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

rd � l � L0.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äîñòèãíóòû çíà÷èòåëüíûå

óñïåõè â òåîðèè ïåðåíîñà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà ñëó�

÷àéíûì ïîëåì ñêîðîñòè. Ýòè óñïåõè ñâÿçàíû â

îñíîâíîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè Êðàé÷íàíà [10],

â êîòîðîé ñêîðîñòü ñ÷èòàåòñÿ Æ-êîððåëèðîâàííîé

âî âðåìåíè. Â ðàáîòå [10] Êðàé÷íàí ñ÷èòàë ïî�

ëå ñêîðîñòè ãëàäêèì â ïðîñòðàíñòâå. Âïîñëåäñòâèè

ýòà ìîäåëü áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà ïîëÿ ñêîðî�

ñòè, îáëàäàþùèå ìóëüòèñêåéëèíãîâûì ïîâåäåíèåì.

Ïî-âèäèìîìó, îäíèì èç ïåðâûõ, êòî ýòî ñäåëàë, áûë

Êàçàíöåâ [11], èçó÷àâøèé ýâîëþöèþ ñëàáîãî ìàãíèò�

íîãî ïîëÿ â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå ñêîðîñòè. Â ìî�

äåëè Êðàé÷íàíà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü

2



çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîâðåìåííûõ êîððåëÿ�

öèîííûõ ôóíêöèé ïàññèâíîãî ñêàëÿðà. Âûÿñíÿåòñÿ,

÷òî ìíîãèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëü�

êî îò èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ ñêîðîñòè.

Ïîýòîìó êà÷åñòâåííî îòâåòû â ìîäåëè Êðàé÷íàíà

îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ñ ïðîèçâîëü�

íûì êîíå÷íûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè. Ïðîìåæóòî÷�

íûå èòîãè ðàçâèòèÿ òåîðèè ïåðåíîñà ïàññèâíîãî ñêà�

ëÿðà ïîäâåäåíû â îáçîðå [12].

Ðàñïàäíàÿ çàäà÷à â áýò÷åëîðîâñêîì ðåæèìå èñ�

ñëåäîâàëàñü òåîðåòè÷åñêè â ðàáîòàõ [13�15]. Â ðà�

áîòå [13] èçó÷àëàñü îäíîâðåìåííàÿ ïàðíàÿ êîððåëÿ�

öèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðà F (r) â ìîäåëè Êðàé÷íà�

íà â ñèòóàöèè, êîãäà ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíê�

öèÿ ñêîðîñòè èìååò äâå ïðîñòðàíñòâåííûå àñèìïòî�

òèêè. Íèæå âÿçêîãî ìàñøòàáà ñêîðîñòü ïðåäïîëàãà�

åòñÿ ãëàäêîé, Æv(r) / r, à âûøå íåãî çàêîí ñêåéëèíãà

ìåíÿåòñÿ íà

h(Æv(r))2i / r2�
 :

Ñîãëàñíî [13], êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ïàññèâíîãî

ñêàëÿðà ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñî âðåìåíåì:

r+ / le�t:

Ïîñëå äîñòèæåíèÿ âÿçêîé äëèíû çàêîí ðîñòà êîððå�

ëÿöèîííîé äëèíû ñìåíÿåòñÿ íà ñòåïåííîé:

r+ / t1=
 � �:

Íà òàêèõ âðåìåíàõ ìàñøòàá õàðàêòåðíûõ ôëóêòó�

àöèé ëåæèò â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå. Ýòè ìàñøòà�

áû ñëóæàò ðåçåðâóàðîì äëÿ ¾ñóáâÿçêèõ¿ ìàñøòàáîâ.

Íà ñóáâÿçêèõ ìàñøòàáàõ ïðîèñõîäèò êàñêàä ñêàëÿðà

âíèç äî äèôôóçèîííîãî ìàñøòàáà rd. Ýòî îáúÿñíÿåò

òî, ÷òî â èíòåðâàëå âîëíîâûõ âåêòîðîâ

��1 � k � r�1
d

ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èçìåíÿåòñÿ êàê

kd�1F (k) / 1=k:

Òàêîå æå ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò â

ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñîçäàíèÿ íîâûõ íåîäíîðîäíî�

ñòåé â ðàñïðåäåëåíèè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà íà áîëü�

øèõ ìàñøòàáàõ [8; 10; 16]. Âûñøèå êîððåëÿöèîííûå

ôóíêöèè ñêàëÿðà â ïðåäåëå � ! 0 èññëåäîâàëèñü â

ðàáîòå [14]. Íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ ðàñïàäà èçó÷àëàñü â

ðàáîòå [15], ãäå èññëåäîâàëàñü îäíîòî÷å÷íàÿ ñòàòè�

ñòèêà ñêàëÿðà ïðè ïðîèçâîëüíîé ñòàòèñòèêå ñêîðî�

ñòè ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè.

Ïðèâåäåì êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ýòîé íà÷àëüíîé

ñòàäèè, êîãäà êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ñêàëÿðà åùå íå

äîñòèãëà âÿçêîãî ìàñøòàáà � [13; 15]. Äëÿ òîãî ÷òî�

áû îïèñàòü ýâîëþöèþ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ñêàëÿðà ñ íà÷àëüíûì ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòåé l,

âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ëþáîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå�

íèå ñêàëÿðà ñ ìàñøòàáîì íåîäíîðîäíîñòåé l ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ñãóñòêîâ ðàçìåðà l.

Ñãóñòêîì ðàçìåðà l ìû íàçûâàåì ÷àñòíûé âèä íà�

÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà âåëè÷èíà #0 îòëè÷�

íà îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòè ðàçìåðà l. Ïîëå ñêî�

ðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè îáëàäàåò íåíóëåâûì ãðàäè�

åíòîì, ïîýòîìó îíî âûòÿãèâàåò ñãóñòîê ïî îäíîìó

íàïðàâëåíèþ è ñæèìàåò ïî äðóãîìó. Ðàñòÿæåíèå è

ñæàòèå ïðîèñõîäÿò âî âðåìåíè ïî ýêñïîíåíöèàëüíî�

ìó çàêîíó. Äèôôóçèÿ îñòàíàâëèâàåò óáûâàíèå ìåíü�

øåãî ðàçìåðà ñãóñòêà, êîãäà òîò äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ

r � rd, è íå âëèÿåò íà áîëüøèé ðàçìåð. Ïîñëå òî�

ãî êàê ìåíüøèé ðàçìåð ñãóñòêà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

rd, îáúåì, çàíèìàåìûé ñãóñòêîì, íà÷èíàåò óâåëè÷è�

âàòüñÿ, à õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ñêàëÿðà â ñãóñòêå �

óìåíüøàòüñÿ. Ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîå è èçîòðîï�

íîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà ìîæíî ïðåä�

ñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ìíîãèõ ñãóñòêîâ, õàîòè÷�

íî ðàçáðîñàííûõ â ïðîñòðàíñòâå. Ñãóñòêè, êîòîðûå

íàõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè, ìíîãî ìåíü�

øåì �, ðàñòÿãèâàþòñÿ ïîëåì ñêîðîñòè, îáëàäàþùèì

íà ýòèõ ðàññòîÿíèÿõ îäíèì è òåì æå ãðàäèåíòîì. Ïî�

ýòîìó ýòè ñãóñòêè äåôîðìèðóþòñÿ îäèíàêîâûì îá�

ðàçîì è èìåþò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàí�

ñòâå. Òàêèì îáðàçîì, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîòîê æèä�

êîñòè äåëàåò ëîêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà ñèëü�

íî àíèçîòðîïíûì. Êîãäà ìåíüøèé ðàçìåð ñãóñòêîâ

äîñòèãàåò äèôôóçèîííîãî ìàñøòàáà rd, ñãóñòêè íà�

÷èíàþò ïåðåêðûâàòüñÿ, à ñèëà ôëóêòóàöèé â îáú�

åìå � ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàòüñÿ ñî âðåìåíåì.

Ïðè ýòîì â ïîòîêå îñòàþòñÿ îáëàñòè ñ ñóùåñòâåí�

íî áîëüøèì îòêëîíåíèåì êîíöåíòðàöèè îò ñðåäíåé.

Â ýòèõ îáëàñòÿõ ñ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè äî

ìîìåíòà íàáëþäåíèÿ t ãðàäèåíò ñêîðîñòè îñòàåòñÿ

çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â ñðåäíåì ïî îáúåìó. Äî�

ëÿ òàêèõ îáëàñòåé âî âñåì îáúåìå ìàëà, ïîñêîëüêó

ìàëà âåðîÿòíîñòü òàêèõ ôëóêòóàöèé ñêîðîñòè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîòî÷å÷íûõ ìîìåíòîâ ñêàëÿ�

ðà â ðàáîòå [15] èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïîèñêà îïòè�

ìàëüíîé ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè, êîãäà äîñòèãàåòñÿ

êîìïðîìèññ ìåæäó ñèëîé ôëóêòóàöèè êîíöåíòðà�

öèè ñêàëÿðà è ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì ôëóêòóàöèè

ñêîðîñòè. Äëÿ ìîìåíòîâ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ îïòèìàëü�

íûå ôëóêòóàöèè îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, ÷òî ïðè�

âîäèò ê ñèëüíîé ïåðåìåæàåìîñòè â ñòàòèñòèêå ñêà�

ëÿðà. Ìû èçó÷àåì òó æå íà÷àëüíóþ ñòàäèþ ðàñ�

ïàäà ñêàëÿðà è èñïîëüçóåì òîò æå ìåòîä, íî èñ�

ñëåäóåì îäíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè
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ñêàëÿðà. Ìû äåìîíñòðèðóåì, ÷òî ðåçóëüòàòû äëÿ

ïàðíûõ êîððåëÿöèé, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [13] äëÿ

Æ-êîððåëèðîâàííîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, îñòàþòñÿ êà÷å�

ñòâåííî âåðíûìè äëÿ ðàñïàäà ñêàëÿðà ïðè ïðîèç�

âîëüíîé êîððåëÿöèè ñêîðîñòè âî âðåìåíè. Ïîñêîëü�

êó ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðà íå äà�

åò äîñòàòî÷íîãî ïîíèìàíèÿ òîãî, êàê óñòðîåíî ïðî�

ñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà, ìû èññëåäó�

åì âûñøèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè. Â ðåçóëüòà�

òå óñòàíàâëèâàåòñÿ âèä êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòàòèñòèêè ñêîðîñòè ñ êîíå÷íûì

âðåìåíåì êîððåëÿöèè. Êàê è ïàðíàÿ êîððåëÿöèîí�

íàÿ ôóíêöèÿ [13], âûñøèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

òàêæå îáëàäàþò ñêåéëèíãîâûì ïîâåäåíèåì. Â ñîîò�

âåòñòâèè ñ îáùåé êàðòèíîé ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ

ñãóñòêîâ ïîòîêîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîððåëÿöèîííûå

ôóíêöèè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îáëàäàþò ñòåïåííûìè

óãëîâûìè îñîáåííîñòÿìè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðî�

äà îñîáåííîñòåé íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà ñòà�

òèñòèêè ñêîðîñòè, îäíàêî îò íåå çàâèñèò ïîêàçàòåëü

ñòåïåíè óãëîâûõ îñîáåííîñòåé.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ýâîëþöèþ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà # â äâèæóùåéñÿ

æèäêîñòè îïèñûâàåò óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñ äèôôó�

çèåé:

@t#+ (v � r)# = ��#: (1)

Åñëè ñêàëÿðîì ÿâëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè, òî

óðàâíåíèå (1) çàïèñûâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

èíåðöèîííîñòüþ ÷àñòè÷åê ïðèìåñè ìîæíî ïðåíå�

áðå÷ü. Ìû ñ÷èòàåì ñêàëÿð ïàññèâíûì, ò. å. ñêîðîñòü

ïîòîêà v íå ÷óâñòâèòåëüíà ê ïîëþ # è, ñîîòâåòñòâåí�

íî, ïîëå ñêîðîñòè îáëàäàåò íåçàâèñèìîé ñòàòèñòè�

êîé.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòíîøåíèå êîýôôèöèåí�

òà êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè æèäêîñòè � ê êîýôôè�

öèåíòó äèôôóçèè ñêàëÿðà � âåëèêî. Åñëè ñêàëÿðîì

ÿâëÿåòñÿ ïðèìåñü, òî ýòî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ÷èñ�

ëîì Ïðàíäòëÿ Pr. Åñëè ñêàëÿðîì ÿâëÿåòñÿ òåìïå�

ðàòóðà, òî � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò òåð�

ìîäèôôóçèè, à îòíîøåíèå �=� íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì

Øìèäòà Sc. Â íàøåé çàäà÷å ýòè äâà ïàðàìåòðà èã�

ðàþò îäíó è òó æå ðîëü. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

îáîçíà÷åíèåì

�=� = Pr� 1:

Îïðåäåëèì äèôôóçèîííóþ äëèíó rd êàê ìàñøòàá,

íà êîòîðîì ñðàâíèâàþòñÿ ïåðåíîñíîé è äèôôóçèîí�

íûé ÷ëåíû â óðàâíåíèè (1):

rd = 2
p
�=�: (2)

Çäåñü � � ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòà ïîòîêà æèäêî�

ñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíÿÿ ëîãàðèôìè�

÷åñêàÿ ñêîðîñòü ðàçáåãàíèÿ äâóõ áëèçêèõ ëàãðàíæå�

âûõ òðàåêòîðèé: åñëè r(t) � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó�

ìÿ ëàãðàíæåâûìè ÷àñòèöàìè, òî

� =

�
d ln r

dt

�
:

Íà ìàñøòàáàõ, ìíîãî áîëüøèõ rd, ìîæíî ïðåíå�

áðå÷ü ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (1), è ìû ïîëó÷à�

åì ïðîñòî óðàâíåíèå ïåðåíîñà. Íèæå äèôôóçèîííî�

ãî ìàñøòàáà äèôôóçèÿ èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü, ñãëà�

æèâàÿ íåîäíîðîäíîñòè â ðàñïðåäåëåíèè ñêàëÿðà. Â

òóðáóëåíòíîì ïîòîêå èìååò ìåñòî âÿçêèé ìàñøòàá

� �
p
�=�, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî Pr � 1 îçíà÷àåò,

÷òî ïðè ýòîì � � rd.

Â ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè òå÷åíèå ïðîèñõî�

äèò ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà Re � 1. Åñëè

L0 � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñîñóäà, â êîòîðîì ïðîèñ�

õîäèò òå÷åíèå, à V � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü íà ýòîì

ìàñøòàáå, òî

Re = L0V=�:

Â ãðàäèåíò ñêîðîñòè îñíîâíîé âêëàä äàþò âèõðè

ðàçìåðîì ïîðÿäêà ðàçìåðà ñèñòåìû L0. Ïîýòîìó ëà�

ïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòà

� � Re =�L2
0:

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèôôóçèîííûé ìàñøòàá

rd � L0, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò íåðàâåíñòâî

Pr� Re�1 :

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòåé

l â íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñêàëÿðà #0(r) íàõî�

äèòñÿ ìåæäó âÿçêèì è äèôôóçèîííûì ìàñøòàáàìè,

� � l� rd. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî Ïåêëå

Pe = l=rd � 1:

Ñòàòèñòèêó #0 ìû ïðåäïîëàãàåì îäíîðîäíîé è èçî�

òðîïíîé â ïðîñòðàíñòâå ñ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé

ôóíêöèåé

F0(R) = h#0(0)#0(R)i;
äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùåé ïðè ðîñòå r, íà÷èíàÿ

ñ ðàññòîÿíèÿ r � l.

Ðàñïðåäåëåíèå #0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåð�

ïîçèöèþ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà õàîòè÷åñêè ðàçáðî�

ñàííûõ â ïðîñòðàíñòâå ñãóñòêîâ ñêàëÿðà ðàçìåðà l:

#0(r) =

NX
i=1

ai�0(jr� rij=l): (3)
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà â ñãóñòêå â íà÷àëü�

íûé ìîìåíò âðåìåíè �0(jr0j=l) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñôå�

ðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé è óáûâàþùåé, íà÷èíàÿ ñ ðàñ�

ñòîÿíèÿ ïîðÿäêà l. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ñ÷èòàåì,

÷òî ïîëíîå êîëè÷åñòâî ñêàëÿðà â ñãóñòêåZ
dr0�0(r

0=l) = ld;

ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Âåêòîðû ri çà�

äàþò ñëó÷àéíûå ïîëîæåíèÿ ñãóñòêîâ, à ai � íåêîòî�

ðûå ñëó÷àéíûå âåñîâûå ìíîæèòåëè, îïðåäåëÿþùèå

àìïëèòóäó ôëóêòóàöèé ñêàëÿðà. Ìû ñ÷èòàåì ñãóñò�

êè ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþùèìè ïðîñòðàíñòâî, òîãäà

êîíöåíòðàöèÿ ñãóñòêîâ ðàâíà

D�d = N=V ;

ãäå V � îáúåì âñåé ñèñòåìû. Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñãóñòêàìè ðàâíî

D = (V=N)1=d;

ãäå d = 2; 3.

Ìû ðàññìàòðèâàåì äâà ïðåäåëà ñòàòèñòèêè ðàñ�

ïðåäåëåíèÿ #0. Â ïåðâîì ïðåäåëå, êîòîðûé ìû îáî�

çíà÷àåì #g0, ìû ñ÷èòàåì ñãóñòêè ñèëüíî ïåðåêðûâà�

þùèìèñÿ, ò. å. D � l. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàòèñòèêó

ñêàëÿðà ìîæíî ñ÷èòàòü ãàóññîâîé. Ìû èñêëþ÷àåì

èç ðàññìîòðåíèÿ ñðåäíåå ïî ïðîñòðàíñòâó çíà÷åíèå

ñêàëÿðà, ò. å. èíâàðèàíò Êîððñèíà
R
dr#g ñ÷èòàåòñÿ

íóëåâûì. Äðóãèìè ñëîâàìè,X
i

ai = 0:

Óñðåäíÿÿ (3) ïî ñëó÷àéíûì ïîëîæåíèÿì ñãóñòêîâ ri,

ïîëó÷àåì ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

F0(R) =
1

V
�
� l2d

V +

Z
dr0�(jR+ r

0j=l)�(r0=l)

�
�

�
X
i

a2i = C2

Z
dr0

ld
�0(jr0+R=2j)�0(jr0�R=2j) ; (4)

ãäå

C2 =
(l=D)d

N

X
i

a2i : (5)

Çäåñü ìû óñòðåìèëè îáúåì ñèñòåìû ê áåñêîíå÷íî�

ñòè, V ! 1. Óñëîâèå D � l îáóñëîâëèâàåò ãàóññî�

âîñòü ñòàòèñòèêè: íàïðèìåð,

h#40i
6h#20i2

� 1 / (D=l)3 � 1:

Â ðàçä. 6 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñãóñòêàìè D � l, òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïàñ�

ñèâíîãî ñêàëÿðà íà áîëüøèõ âðåìåíàõ îêàçûâàþòñÿ

ïðîïîðöèîíàëüíûìè êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì â

ñëó÷àå ãàóññîâîé ñòàòèñòèêè.

Âòîðîé ïðåäåë, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

êàê #p0, îïèñûâàåò îáðàòíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà õàðàê�

òåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííû�

ìè ñãóñòêàìè âåëèêî, D � l. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

çíàê ñêàëÿðà â íèõ îäèí è òîò æå: âñå ai > 0. Â ïðå�

äåëå #p0 ñòàòèñòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà ëþáîãî

ïîðÿäêà íàáèðàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå òî÷êè

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè íàêðûâàåò îäèí ñãóñòîê.

Ïðè âû÷èñëåíèè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñêàëÿðà

ïî ri â ôîðìóëå (3) äîëæíî áûòü ïðîâåäåíî óñðåäíå�

íèå. Â ÷àñòíîñòè, ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (4), à îäíîòî÷å÷íûå ìî�

ìåíòû

h(#p0)ni = Cn

Z
dr0

ld
�n

0 (r
0=l) �

� ld

Dd

0
BB@
X
i

ai

N
�0(0)

1
CCA

n

; (6)

ãäå

Cn =
(l=D)d

N

X
i

ani :

Íàñ èíòåðåñóåò, êàêîâà áóäåò ñòàòèñòèêà ðàñïðå�

äåëåíèÿ ñêàëÿðà â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè,

êîãäà ïîëå ñêàëÿðà äåôîðìèðóåòñÿ ïîòîêîì æèäêî�

ñòè. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäå�

ëÿþòñÿ îäíîâðåìåííûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöè�

ÿìè

Fn(frjg; t) =
*

nY
j=1

#(rj ; t)

+
: (7)

Óãëîâûå ñêîáêè ïðåäïîëàãàþò óñðåäíåíèå ïî ïðî�

ñòðàíñòâó:

Fn(frjg; t) = 1

V
Z

dr
Y
i

#(r+ ri):

Ìû èíòåðåñóåìñÿ ìàñøòàáàìè, ìíîãî ìåíüøèìè �.

Ïîñêîëüêó îáúåì âñåé ñèñòåìû V � �d, óñðåäíåíèå

â (7) ñîîòâåòñòâóåò îòäåëüíûì óñðåäíåíèÿì ïî íà�

÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêàëÿðà è ïî ñòàòèñòèêå

ãðàäèåíòà ñêîðîñòè.

Â ñëó÷àå ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè óñðåäíå�

íèå â (7) íàäî èíòåðïðåòèðîâàòü íåñêîëüêî èíà÷å.

Íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòå [9] òå÷åíèå ïðîèñõîäèò â
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òðóáêå ñ ïîïåðå÷íûì ðàçìåðîì ïîðÿäêà L0. Ïîýòîìó

óñðåäíåíèå â (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü

äâóõ óñðåäíåíèé: ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ òðóáêè

è ïî âðåìåíè. Óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè ñîîòâåòñòâó�

åò óñðåäíåíèþ ïî ñòàòèñòèêå ãðàäèåíòà ñêîðîñòè â

ñëó÷àå îáû÷íîé òóðáóëåíòíîñòè.

3. ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà, íà÷àëî êîòîðîé äâè�

æåòñÿ âìåñòå ñ íåêîòîðîé ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöåé

æèäêîñòè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìàñøòà�

áîâ, ìåíüøèõ âÿçêîé äëèíû �, à â ñëó÷àå ýëàñòè÷å�

ñêîé òóðáóëåíòíîñòè � ìåíüøèõ ìàñøòàáà ñèñòåìû

L0. Íà òàêèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîëå ñêîðîñòè ãëàäêîå è

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî ìàòðèöåé ãðàäèåíòîâ �̂:

v = �̂r: (8)

Ïîñêîëüêó òå÷åíèå íåñæèìàåìî, èìååì

tr �̂ = 0:

Â òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ, à òàêæå â ñëó÷àå ýëàñòè�

÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè âðåìÿ êîððåëÿöèè ïðîöåññà

�̂ êîíå÷íî, íî êîíêðåòíûé âèä ñòàòèñòèêè �̂ íåèçâå�

ñòåí. Â ðàçâèòîì òóðáóëåíòíîì ïîòîêå âðåìÿ êîððå�

ëÿöèè ñðàâíèìî ñî âðåìåíåì îáîðîòà ñàìûõ ìàëåíü�

êèõ âèõðåé, ðàçìåð êîòîðûõ ïîðÿäêà �. Ìû ïðåä�

ïîëàãàåì, ÷òî ñòàòèñòèêà �̂ èçîòðîïíà. Ýòîãî äîñòà�

òî÷íî, äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ðÿä çàêëþ÷åíèé î

õàðàêòåðå äâèæåíèÿ æèäêîñòè è ïåðåíîñèìîãî åþ

ñêàëÿðà.

Â íàøåé ñèñòåìå îòñ÷åòà ëàãðàíæåâà òðàåêòîðèÿ

æèäêîñòè r(t) â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ

ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

r(t) = Ŵ (t)r(0);
dŴ

dt
= �̂Ŵ : (9)

Ïðèáëèæåíèå (9) âåðíî òî òåõ ïîð, ïîêà r � �, à â

ñëó÷àå ýëàñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, ïîêà r � L0.

Òàêèì îáðàçîì, íåáîëüøîé ýëåìåíò æèäêîñòè ñ òå÷å�

íèåì âðåìåíè äåôîðìèðóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì àôôèí�

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ŵ . Èç íåñæèìàåìîñòè òå÷åíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî

det Ŵ = 1:

Ýëåìåíò æèäêîñòè ðàñòÿãèâàåòñÿ è ñæèìàåòñÿ

âäîëü íåêîòîðûõ îñåé è, êðîìå òîãî, âðàùàåòñÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü ðàñòÿæåíèå è âðàùåíèå,

ïðåäñòàâèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â âèäå

Ŵ = N̂D̂Ô: (10)

Ìàòðèöû N̂ è Ô � îðòîãîíàëüíûå, à D̂ � äèàãîíàëü�

íàÿ.

Ââåäåì âåëè÷èíû

�i = lnDii; i = 1; : : : ; d:

Èç ôîðìóë (9) è (10) ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ

�i èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

_�i = ��ii; �̂� = N̂T �̂N̂ : (11)

Ïîñêîëüêó det Ŵ = 1, èìååìX
i

�i = 0:

Âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö â

ïðîèçâåäåíèè (10). Îïðåäåëèì ñêîðîñòè âðàùåíèÿ


n = N̂T@tN̂ ; 
o = @tÔÔT :

Òîãäà


n
ij =

��ij exp(�j � �i) + ��ji exp(�i � �j)

2 sh(�j � �i)
;


o
ij =

��ij + ��ji
2 sh(�i � �j)

:

(12)

Î÷åíü áûñòðî, íà âðåìåíàõ t & ��1, äîñòèãàåòñÿ ïðå�

äåë, â êîòîðîì âñå ðàçìåðû ýëåìåíòà æèäêîñòè ñèëü�

íî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè

ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â ýòîì ïðåäåëå

e�1 � : : :� e�d :

Èç âûðàæåíèé (12) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ïðåäåëå ñòà�

òèñòèêà �̂� íå çàâèñèò îò �i. Ñðåäíèå ëîãàðèôìè÷å�

ñêèå ñêîðîñòè ðàñòÿæåíèÿ èëè ñæàòèÿ â ðàçíûõ íà�

ïðàâëåíèÿõ

�i = h��iii (13)

íàçûâàþòñÿ ëÿïóíîâñêèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïî�

êàçàòåëÿìè ïîòîêà æèäêîñòè. Îíè òîãî æå ïîðÿäêà,

÷òî è îáðàòíîå âðåìÿ êîððåëÿöèè ïðîöåññà �̂. Â ñèëó

íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè èõ ñóììà ðàâíà íóëþ:X
i

�i = 0:

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ëÿïóíîâñêèå ýêñïîíåíòû ðàñïîëî�

æåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ,

�1 > : : : > �d:

Ââåäåííàÿ ðàíåå ñðåäíÿÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñêî�

ðîñòü óäàëåíèÿ äâóõ áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ëàã-

ðàíæåâûõ òðàåêòîðèé � = �1. Èç âûðàæåíèé (11)
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ñëåäóåò, ÷òî íà âðåìåíàõ, ìíîãî áîëüøèõ âðåìåíè

êîððåëÿöèè ïðîöåññà ��, �i îêàçûâàåòñÿ ñóììîé

áîëüøîãî ÷èñëà (ïðîïîðöèîíàëüíîãî �t) ñëó÷àéíûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí.

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèé ñêîðîñòè ðîñòà �i
îò ñðåäíèõ ñêîðîñòåé (13) íà òàêèõ âðåìåíàõ äàåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

P(�2; �3) � C

t
exp [�tS(x2; x3)] ; xi =

�i
t
��i; (14)

ãäå C � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, à S � òàê íàçû�

âàåìàÿ ôóíêöèÿ Êðàìåðà (ñì., íàïðèìåð, [17]). Îò�

íîñèòåëüíûå ïîïðàâêè â (14) îêàçûâàþòñÿ ïîðÿäêà

1=�t. Ôóíêöèÿ Êðàìåðà S âûïóêëàÿ è èìååò ìèíè�

ìóì â íóëå. Îíà ìîæåò áûòü òî÷íî âû÷èñëåíà â ìî�

äåëè Êðàé÷íàíà, ãäå ïîëå ñêîðîñòè ñ÷èòàåòñÿ êîðîò�

êî êîððåëèðîâàííûì âî âðåìåíè, ñì. Ïðèëîæåíèå. Â

ðåàëüíûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ ñòàòèñòèêà �̂ íåèç�

âåñòíà, ïîýòîìó íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ S. Ìû ïðåä�

ïîëàãàåì, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ S â íóëå ïîðÿä�

êà ��1, ïîñêîëüêó â òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ íà âÿç�

êèõ ìàñøòàáàõ íåò äðóãèõ õàðàêòåðíûõ âðåìåí. Â

äàëüíåéøåì ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ýêñïî�

íåíöèàëüíîé ÷àñòüþ çàâèñèìîñòè êîððåëÿöèîííûõ

ôóíêöèé îò âðåìåíè, ïîýòîìó ìíîæèòåëü t â âûðà�

æåíèè (14) äëÿ íàñ áóäåò íåñóùåñòâåí.

Â òðåõìåðíîì òå÷åíèè â ìîäåëè Êðàé÷íàíà ñðåä�

íèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü �2 = 0. Äëÿ ðàç�

âèòîé òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, ïîä÷èíÿþùåéñÿ

óðàâíåíèþ Íàâüå �Ñòîêñà, äëÿ îïðåäåëåíèÿ �2 ñó�

ùåñòâóþò òîëüêî ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ñì., íà�

ïðèìåð, [18]. Â ýòîé ðàáîòå ìîäåëèðîâàëàñü òóðáó�

ëåíòíîñòü ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ñî ñëó÷àé�

íîé âíåøíåé ñèëîé íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ. Äëÿ

âòîðîé ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû áûëî íàéäåíî, ÷òî

�2 � 0:2�1.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî, êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

ñêàëÿðà çàâèñÿò îò ñòàòèñòèêè ñêîðîñòè ÷åðåç ôóíê�

öèþ S, êîòîðóþ ìû ââîäèì ôåíîìåíîëîãè÷åñêè. Â

èòîãå ìû ïîëó÷èì âîçìîæíûå âèäû êîððåëÿöèîí�

íûõ ôóíêöèé ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â çàâèñèìîñòè îò

ôóíêöèè S. Íàîáîðîò, åñëè êîððåëÿöèîííûå ôóíê�

öèè ýêñïåðèìåíòàëüíî èçâåñòíû, ñ ïîìîùüþ ïîëó�

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ

î ôóíêöèè S.

Ìàòðèöà Ô, çàäàþùàÿ íàïðàâëåíèÿ, ïî êîòî�

ðûì ïðîèñõîäèò ñæàòèå è ðàñòÿæåíèå ýëåìåíòà æèä�

êîñòè, ôîðìèðóåòñÿ â ïåðâûå ìîìåíòû âðåìåíè

t � 1=�. Èç âûðàæåíèé (12) ñëåäóåò, ÷òî îíà ïåðå�

ñòàåò èçìåíÿòüñÿ, êîãäà ðàñòÿæåíèå ñòàíîâèòñÿ ñó�

ùåñòâåííûì, ò. å. ïðè

e�1 � : : :� e�d

(ñì. [19]). Âñëåäñòâèå èçîòðîïèè åå âîçìîæíûå çíà�

÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà ãðóïïå O(d). Îð�

òîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà N̂ çàìåòíî èçìåíÿåòñÿ çà âðå�

ìÿ ��1, ñòàíîâèòñÿ íà òàêèõ âðåìåíàõ äåêîððåëèðî�

âàííîé ñ Ô è òàêæå èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,

ðàâíîìåðíóþ íà ãðóïïå O(d).

4. ÓÑÐÅÄÍÅÍÈÅ ÏÎ ÍÀ×ÀËÜÍÎÌÓ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÞ ÑÊÀËßÐÀ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

#0(r) âîçìîæíî â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèè (8). Â ïðåäñòàâëåíèè Ôó�

ðüå ðåøåíèå ~#(k; t) èìååò âèä

~#(k; t) =

= ~#0(Ŵ
T
k) exp

�
� 1

(2Pe)2
k(Ŵ �̂Ŵ T )k

�
; (15)

�̂ =

tZ
0

�dt0 Ŵ�1(t0)Ŵ�1;T (t0): (16)

4.1. Ýâîëþöèÿ îòäåëüíîé íåîäíîðîäíîñòè

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå îòäåëüíîãî ñãóñòêà ñêàëÿ�

ðà. Äëÿ ýòîãî

#0(r) = �0(r):

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (15), ïîëó÷èì, ÷òî ðàñïðåäå�

ëåíèå ñêàëÿðà â ñãóñòêå èìååò âèä

�(r; t) =

Z
dk eik�r

(2�)d
~�0

�
l
p
kŴ Ŵ Tk

�
�

� exp

�
� l2

(2Pe)2
k(Ŵ �̂Ŵ T )k

�
: (17)

Íå êîíêðåòèçèðóÿ ôóíêöèþ �0(r), óäîáíî îïè�

ñûâàòü ôîðìó ñãóñòêà ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Î åãî ìî�

ìåíòîâ èíåðöèè

I�� =

R
#(r)r�r�dr

l2
R
#(r) dr

: (18)

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå (18) óðàâíåíèå (1), ñ ó÷å�

òîì óñëîâèÿ (8) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

dÎ

dt
= �̂Î + Î �̂T + 4�: (19)

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî l îïðåäåëåíî òàê, ÷òî íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ èìåþò âèä

Î(t = 0) = 1̂:
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Ñâÿçü ìàòðèö Î è Ŵ îêàçûâàåòñÿ íåëîêàëüíîé ïî

âðåìåíè:

Î = Ŵ

"
1 +

�̂

Pe2

#
Ŵ T : (20)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (20) è (17), ìû âèäèì, ÷òî

èíòåãðàë ïî k (17) èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå ïðè

kÎk . 1:

Âêëàä îò îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, â êîòîðîé

kÎk� 1;

ïðåíåáðåæèìî ìàë. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Î çàäà�

åò ôîðìó ñãóñòêà �(r; t). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

âåêòîð R óìåùàåòñÿ â ñãóñòêå �(t), åñëè

RÎ�1
R . 1;

è íå ïîìåùàåòñÿ â íåì, åñëè

RÎ�1
R� 1:

Äèàãîíàëèçóåì ìàòðèöó Î :

Î = R̂M̂R̂T ; (21)

ãäå R̂ � îðòîãîíàëüíàÿ, à M̂ � äèàãîíàëüíàÿ ìàò�

ðèöû. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñãóñòîê ïðåâðàùàåòñÿ â

âûòÿíóòûé ýëëèïñîèä. Åãî ðàçìåðû ðàâíû â ïîðÿä�

êå óáûâàíèÿ em1 ; em2 ; em3 , ãäå e2mi = Mii. Íàïðàâ�

ëåíèÿ ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà õàîòè÷åñêè âðàùà�

þòñÿ ñî âðåìåíåì è çàäàþòñÿ ìàòðèöåé R̂, çíà÷åíèÿ

êîòîðîé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî ãðóïïå O(3).

Èç âûðàæåíèÿ (19) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ ëî�

ãàðèôìîâ mi ðàçìåðîâ ñãóñòêà �(r):

_mi = ~�ii + � exp(�2(p+mi));

~� = R̂T �̂R̂; p = ln
�p

2Pe
�
:

(22)

Ñêîðîñòü âðàùåíèÿ


r = R̂T@tR̂

ñãóñòêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì


r
ij =

~�ij exp(mj �mi) + ~�ji exp(mi �mj)

2 sh(mj �mi)
: (23)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (23) è (12), ìû âèäèì, ÷òî åñ�

ëè åñòü ñèëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ðàçìåðàìè ñãóñòêà,

em1 � em2 � em3 ;

òî ñòàòèñòèêà ~̂� íå çàâèñèò îò ïîâîðîòà R̂ è ñîâïàäà�

åò ñî ñòàòèñòèêîé �� (11) â ïðåäåëå

e�1 � e�2 � e�3 :

Ïîêà äèôôóçèåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ñêàëÿð â

ñãóñòêå ïðîñòî ïåðåíîñèòñÿ æèäêîñòüþ è åãî äåôîð�

ìàöèÿ îïèñûâàåòñÿ òîé æå ìàòðèöåé Ŵ . Â ýòîì ñëó�

÷àå

Î = Ŵ Ŵ T ;

è

mi = �i:

Äèôôóçèÿ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé â äèíàìèêå

mi ïðè mi + p . 1, ïîñêîëüêó ~� � �. Îíà îãðàíè�

÷èâàåò ñæàòèå ñãóñòêà íà äèôôóçèîííîì ìàñøòàáå,

êîòîðûé, êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (14), äîñòèãàåò�

ñÿ íà âðåìåíàõ

td � ��1 lnPe: (24)

Ïîñëå òîãî êàê äèôôóçèîííûé ìàñøòàá äîñòèã�

íóò, áîëüøèé ðàçìåð ñãóñòêà ïðîäîëæàåò ðàñòè ñ

ïðåæíåé ñêîðîñòüþ, à ìåíüøèé îñòàíàâëèâàåòñÿ íà

çíà÷åíèè rd. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñî âðåìåíåì íà÷èíà�

åòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò îáúåìà ñãóñòêà

V =
ld

�(r = 0; t)

è, ñîîòâåòñòâåííî, ýêñïîíåíöèàëüíîå óìåíüøåíèå â

íåì õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ ñêàëÿðà. Èç âûðàæåíèÿ

(17) ñëåäóåò, ÷òî

V / ld[det Î ]1=2 = ld exp
X
i

mi: (25)

4.2. Ñëó÷àé ãàóññîâîé ñòàòèñòèêè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì #g0(r),

îáëàäàþùèì ãàóññîâîé ñòàòèñòèêîé. Ïðîâåäåì

óñðåäíåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñêàëÿðà (7)

ïî ñòàòèñòèêå #g0 ïðè ôèêñèðîâàííîé ðåàëèçàöèè

ïðîöåññà �̂. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå íà÷àëüíîãî

óñëîâèÿ â âèäå (3) è òî, ÷òî óðàâíåíèå (1) ëèíåéíî

îòíîñèòåëüíî #, ïîëó÷èì, ÷òî ñòàòèñòèêà ðàñïðåäå�

ëåíèÿ ñêàëÿðà îñòàåòñÿ îäíîðîäíîé â ïðîñòðàíñòâå

è ãàóññîâîé, íî óæå íå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé. Ïàðíàÿ

êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

G2(R; t) = C2

Z
dr0

ld
�(r0+R=2; t)�(r0�R=2; t) (26)

íå ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé. Âûäåëèì

â êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (26) ïðîñòðàíñòâåí�

íî-çàâèñèìóþ è âðåìåííóþ ÷àñòè:

G2(R; t) = U(R; t)G2(0; t): (27)
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Ìíîæèòåëü U(R; t) � 1, êîãäà R óìåùàåòñÿ â ñãóñò�

êå �(t), è áûñòðî óáûâàåò, êîãäà R íå ïîïàäàåò â

íåãî. Ôóíêöèÿ G2(0; t) èìååò âèä

G2(0; t) = C2[det Î ]
�1=2�2

0(0)

ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà åäèíèöû, çàâè�

ñÿùåãî îò äåòàëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà â ñãóñòêå.

Âûñøèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïîðÿäêà

2n (7) ïðè óñðåäíåíèè ïî ñòàòèñòèêå #g0 ïî òåîðåìå

Âèêà ðàñïàäàþòñÿ íà (2n � 1)!! âêëàäîâ. Êàæäûé

âêëàä ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ðàçáèåíèþ 2n òî�

÷åê frjg êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè íà ïàðû. Ïóñòü

â i-é ïàðå òî÷êè ðàçíåñåíû íà âåêòîð Ri. Òîãäà äëÿ

ïîëíîñòüþ óñðåäíåííûõ âêëàäîâ èìååì

F g
2n =

*
nY

j=1

G2(Ri; t)

+
�

: (28)

Èíäåêñ � îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ñòàòèñòèêå ãðàäè�

åíòà ñêîðîñòè �̂. Ïðîèçâåäåíèå G2(Ri; t) â (28) ïîä

çíàêîì óñðåäíåíèÿ ïî ñêîðîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå�

ñòâåííûé âêëàä â ÷àñòü (28) êîððåëÿöèîííîé ôóíê�

öèè F2n (7) äàþò òàêèå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà �̂, ïðè

êîòîðûõ âñå âåêòîðû Ri ïîìåùàþòñÿ â ñãóñòêå �(t)

(17).

4.3. Ñëó÷àé ðåäêèõ íåîäíîðîäíîñòåé

Òåïåðü ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîí�

íûõ ôóíêöèé ñêàëÿðà, óñðåäíåííûõ òîëüêî ïî ñòà�

òèñòèêå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà #p0, ò. å.

â ñëó÷àå ðåäêî ðàñïîëîæåííûõ ñãóñòêîâ. Íå îãðàíè�

÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà èç òî÷åê

â (7), r1, íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò:

r1 = 0:

Òîãäà

Gp
n = Cn

Z
dr0

l3
�(r0; t)

Y
k>1

�(rk + r
0; t): (29)

Ðàçäåëèì â (29) ïðîñòðàíñòâåííî-çàâèñèìóþ è âðå�

ìåííóþ ÷àñòè. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî êîððåëÿöèîí�

íàÿ ôóíêöèÿ (29) ïîäàâëåíà, åñëè õîòÿ áû îäèí èç

âåêòîðîâ rk íå ïîìåùàåòñÿ â ñãóñòîê. Âðåìåííàÿ çà�

âèñèìîñòü äàåòñÿ âûðàæåíèåì

1

l3

Z
dr0�n(r0) / [det Î ]�(n�1)=2:

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèâàÿ hGp
ni� ñ âûðàæåíèåì (28),

ïîëó÷àåì ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ìåæäó âêëàäîì (28)

â êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ Fg
2n (7) â çàäà÷å ñ íà�

÷àëüíûì óñëîâèåì #g0 è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

Fp
n+1 (7) â çàäà÷å ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì #p0. Ïðè

ýòîì âåêòîðû rk â (29) ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì Ri

â (28). Â äàëüíåéøåì, îïèðàÿñü íà ýòî ñîîòâåòñòâèå,

ìû áóäåì èìåòü â âèäó òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå #g è

óñðåäíåíèå âûðàæåíèé (28). Îòìåòèì, ÷òî êîððåëÿ�

öèîííûå ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà â îáîèõ ïðåäåëàõ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà ôîðìàëüíî ñîâïàäàþò.

Ìû âèäèì, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè (7) äëÿ

îáîèõ ñëó÷àåâ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ #g0 è #p0,

ââåäåííûõ â ðàçä. 2, äî óñðåäíåíèÿ ïî ñòàòèñòèêå

ñêîðîñòè çàâèñÿò îò ðåàëèçàöèè ïðîöåññà �̂ òîëüêî

÷åðåç ìàòðèöó Î . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñðåäíåíèå ïî

ñòàòèñòèêå ñêîðîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòäåëü�

íûå óñðåäíåíèÿ ïî îðèåíòàöèÿì ñãóñòêà (17), ò. å. ïî

ìàòðèöå R̂, è ïî ñòåïåíè ðàñòÿæåíèÿ ñãóñòêà, ò. å. ïî

ñòàòèñòèêå ìàòðèöû M̂ â (21).

5. ÓÑÐÅÄÍÅÍÈÅ ÏÎ ÂÐÀÙÅÍÈßÌ

Óñðåäíåíèå (28) ïî âðàùåíèÿì R̂ (21) êàñàåòñÿ

ìíîæèòåëÿ U(R). Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ñõåìó

óñðåäíåíèÿ, ïðîäåëàåì åå äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîí�

íîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ñ ðàçìåðíîñòüþ d = 3.

Åñëè R . rd, òî U(R) � 1 äëÿ ëþáûõ îðèåíòà�

öèé ñãóñòêà (17), è ïîýòîìó óñðåäíåííîå çíà÷åíèå

hUia � 1. Ïðè âîçðàñòàíèè äëèíû R âåêòîð R ïåðå�

ñòàåò óìåùàòüñÿ â ñãóñòêå ïðè ëþáûõ åãî îðèåíòàöè�

ÿõ, ïîýòîìó hUia óáûâàåò. Åñëè R íàõîäèòñÿ ìåæäó

âòîðûì è òðåòüèì ðàçìåðàìè ñãóñòêà, òî ïðè óñðåä�

íåíèè ïî R̂ íóæíî âûáðàòü òàêèå ïîâîðîòû, ïðè êî�

òîðûõ âåêòîð R ïîìåùàåòñÿ â ïëàñòèíó òîëùèíîé

lem3 . Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíåíèå ïî R̂ ïðèâîäèò ê

ñëåäóþùåìó çíà÷åíèþ ìíîæèòåëÿ

hU(R)ia =

8>><
>>:

lem3

R
; em3 � R

l
� em2 ; (30)

lem2

R

lem3

R
; em2 � R

l
� em1 : (31)

Íàêîíåö, åñëè R > lem1 , ò. å. R áîëüøå âñåõ ðàç�

ìåðîâ ñãóñòêà, òî hUia ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåíî.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ðàññòîÿíèÿõ R > lem1 âñå êîð�

ðåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà îáðàùà�

þòñÿ â íóëü. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì âñåãäà ïðåä�

ïîëàãàòü, ÷òî R � lem1 . Ôîðìóëû (30), (31) ìîæíî

îáúåäèíèòü â îäíó:

hU(R)ia = exp f��(�m2 + y)� �(�m3 + y)g ;

�(x) =

(
x; x > 0;

0; x < 0;

(32)
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ãäå

y = ln(R=l):

Ïîïðàâêè ê ïîäýêñïîíåíöèàëüíîìó âûðàæåíèþ èìå�

þò ïîðÿäîê O(1). Ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïî�

âåäåíèå hUia (32) ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðÿìûì âû÷èñ�

ëåíèåì, ââåäÿ êàêóþ-ëèáî ïàðàìåòðèçàöèþ óãëàìè

ìàòðèöû R̂ è óñðåäíÿÿ ïî íèì U(R).

Äëÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òàêîå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå

òî÷åê ri â âûðàæåíèè (7), ïðè êîòîðîì â âûðàæåíèè

(28) R1 ? R2. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè R1 > R2.

Ïðè óñðåäíåíèè ïðîèçâåäåíèÿ U(R1)U(R2) â ñãóñò�

êå äîëæåí ïîìåñòèòüñÿ ýëëèïñ ñ îñÿìè R1 è R2.

Ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü, åñëè âòîðîé ðàçìåð ñãóñò�

êà lem2 < R2 è âêëàä îò òàêîé ðåàëèçàöèè ìàòðèöû

Î ïîäàâëåí. Â îáðàòíîì ñëó÷àå ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî�

ëó÷àåì

hU(R1)U(R2)ia = exp [��(�m2 + y1)�
� �(�m3 + y1)� �(�m3 + y2)] ; (33)

ãäå

y1;2 = ln(R1;2=l):

Ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ýòîìó, ïî�

ñêîëüêó èç ïðîèçâîëüíûõ R1;2 âñåãäà ìîæíî ñîñòà�

âèòü èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ~R1;2, òàêèå ÷òî ñ òî÷�

íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà åäèíèöû

U( ~R1)U( ~R2) = U(R1)U(R2)

è ~R1 ? ~R2. Òàêèì îáðàçîì, â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæå�

íèÿ (33) íóæíî çàìåíèòü äëèíû R1;2 íà ~R1;2. Ñìûñë

ýòîé ëèíåéíîé çàìåíû ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè â

ñãóñòêå óìåùàåòñÿ ýëëèïñ, ïîñòðîåííûé íà îðòîãî�

íàëüíûõ âåêòîðàõ ~R1;2, òî â íåì ìîæíî ïîìåñòèòü

è âåêòîðû R1;2.

Òî÷íî òàê æå ïðè ðàññìîòðåíèè øåñòèòî÷å÷íîé

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñêàëÿðà â âûðàæåíèè (28)

äîñòàòî÷íî âçÿòü òðè âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòî�

ðà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëè�

íû âåêòîðîâ ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ:

R1 > R2 > R3:

Íåíóëåâûå âêëàäû â øåñòèòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîí�

íóþ ôóíêöèþ áóäóò äàâàòü ñãóñòêè ñ ðàçìåðàìè

lem2 & R2

è

lem3 & R3:

Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òî óñðåäíåííîå ïî

óãëàì ïðîèçâåäåíèå hQi U(Ri)ia íå çàâèñèò îò ìåíü�
øåãî ðàññòîÿíèÿ R3 è ôîðìàëüíî èìååò òîò æå âèä

(33). Åñëè â âûðàæåíèè (28) âåêòîðû ïðîèçâîëü�

íûå, òî íóæíî ïîñòðîèòü òðè âçàèìíî îðòîãîíàëü�

íûõ âåêòîðà ~Ri, òàêèõ ÷òîY
i

U( ~Ri) =
Y
i

U(Ri)

è ïîäñòàâèòü â (33) äëèíû ~Ri âìåñòî Ri.

Äëÿ n � 4 â (28) ìîæíî ñíîâà âûáðàòü òðè âçàèì�

íî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà ~R1;2;3, òàêèå ÷òî â ïîñòðî�

åííîì íà íèõ ýëëèïñîèäå óìåùàþòñÿ âñå âåêòîðûRi

èç (28):
nY
i=1

U(Ri) �
3Y

k=1

U( ~Rk):

Ïîýòîìó óñðåäíåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áîëåå ÷åì òðåõ

ôóíêöèé U âñåãäà ñâîäèòñÿ ê óñðåäíåíèþ ïðîèçâå�

äåíèÿ òðåõ U îò íåêîòîðûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ

âåêòîðîâ.

6. ÎÄÍÎÒÎ×Å×ÍÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ
ÑÊÀËßÐÀ

Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè frjg â âûðà�

æåíèè (7) ìåíüøå äèôôóçèîííîãî ðàññòîÿíèÿ rd.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî âêëàäà (28) âñå ìíîæèòåëè

U(Ri) � 1 äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè ñêîðîñòè, ïîýòî�

ìó ïðè óñðåäíåíèè ïî ñòàòèñòèêå ñêîðîñòè èõ ìîæ�

íî îïóñòèòü. Îäíîòî÷å÷íûå ìîìåíòû óæå èññëåäî�

âàëèñü â ðàáîòå [15]. Ìû çàíîâî ïðîâåäåì óñðåäíå�

íèå îäíîòî÷å÷íûõ ìîìåíòîâ, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè

ôëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòè, êîòîðûå äàþò íàèáîëü�

øèé âêëàä â ìîìåíò. Ýòî íàì óïðîñòèò âû÷èñëå�

íèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñêàëÿðà â íåñîâïàäà�

þùèõ òî÷êàõ. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (17), ïðè íà÷àëü�

íîì ðàñïðåäåëåíèè #g0

Z�(t) = hj#�(0; t)ji = ��C
�
2 h[det Î ]��=4i: (34)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (34) íàïèñàíî ñ òî÷íîñòüþ äî

ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà åäèíèöû, êîòîðûé çàâèñèò îò

äåòàëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà â ñãóñòêå (17). ×èñ-

ëîâîé ìíîæèòåëü

�� = �[(� + 1)=2]21+�=2=
p
�

â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì îïóñêàòü.

Ïîÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå ôîðìóëû (34) äëÿ � =

= 2. Ãàóññîâîñòü ñòàòèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ #g0 îçíà�

÷àåò, ÷òî îáðàòíûé îáúåì ñãóñòêà V �1 çíà÷èòåëü�

íî ìåíüøå ïëîòíîñòè ñãóñòêîâ D�d â ôîðìóëå (3).
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Çíà÷åíèå ñêàëÿðà â îòäåëüíîì ñãóñòêå ïðîïîðöèî�

íàëüíî 1=V , à çíàê ñêàëÿðà ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëü�

íûì èëè îòðèöàòåëüíûì. Â îäíîé òî÷êå ïåðåêðûâà�

åòñÿ ÷èñëî ñãóñòêîâ, ïðîïîðöèîíàëüíîå V . Ïîýòîìó

ñðåäíèé êâàäðàò êîíöåíòðàöèè ñêàëÿðà îïðåäåëÿåò�

ñÿ êàê ñóììà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

h#2i / V �2 � V / [det I ]�1=2:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàñ�

ñèâíîãî ñêàëÿðà íå îáëàäàëî ãàóññîâîé ñòàòèñòèêîé.

Ïóñòü ñíà÷àëà êîíöåíòðàöèÿ ñãóñòêîâ â (3) áûëà äî�

ñòàòî÷íî ìàëà,D � l. Ïîñëå âðåìåí td (24) íà÷èíàåò�

ñÿ äèôôóçèîííîå ðàñøèðåíèå ñãóñòêîâ, ïîýòîìó íà

âðåìåíàõ t, òàêèõ ÷òî

�(t� td)� 1;

ìû ïðèõîäèì ê ïðåäåëó

D�d � 1=V:

Ñëåäîâàòåëüíî, íà òàêèõ âðåìåíàõ ñòàòèñòèêó ðàñ�

ïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà ïðè ôèêñèðîâàííîé ðåàëèçàöèè

ïðîöåññà �̂ ìîæíî ñ÷èòàòü ãàóññîâîé. Â äàëüíåéøåì

ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ èìåííî ýòèìè âðåìåíàìè,

ïîñêîëüêó íà íèõ äîñòèãàåòñÿ óíèâåðñàëüíîå ïîâåäå�

íèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñêàëÿðà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè, êàê Z� âûðàæàåòñÿ ÷å�

ðåç ôóíêöèþ S, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïî

ñòàòèñòèêå ðàñòÿæåíèé â âûðàæåíèè (34). Êàê áó�

äåò ïîêàçàíî íèæå, ìîìåíòû Z� ôîðìèðóþòñÿ ïðè

ôëóêòóàöèÿõ ñêîðîñòè, ñèëüíî îòëè÷àþùèõñÿ îò òè�

ïè÷íûõ ðåàëèçàöèé. Ïðîöåññ, êîòîðûé äàåò íàèáîëü�

øèé âêëàä â êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñ ó÷åòîì åãî

ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà, ìû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëü�

íîé ôëóêòóàöèåé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè îïòèìàëüíóþ ôëóêòóà�

öèþ, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîèçâîëüíóþ ôëóêòóà�

öèþ. Íàëîæèì îãðàíè÷åíèå íà ïðîöåññ �̂: ïóñòü â

ìîìåíò íàáëþäåíèÿ �i(t) = �0it, âñå �
0
i ïîðÿäêà �, íî

íåîáÿçàòåëüíî �0i = �i. Íàèáîëüøèé âêëàä â òàêîé

èñõîä äàþò ïðîöåññû, ôëóêòóèðóþùèå îêîëî ïóòè,

�i(t
0) = �0it

0; 0 < t0 < t:

Âåëè÷èíó ôëóêòóàöèé ìîæíî îöåíèòü êàê

Æ�i(t
0) �

p
�t0(t� t0)=t: (35)

Ýòó îöåíêó ëåãêî ïîëó÷èòü èç âûðàæåíèÿ (14), ïðåä�

ñòàâèâ �i(t) êàê ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåõî�

äà èç íóëÿ â �i(t
0) çà âðåìÿ t0 è ïåðåõîäà èç �i(t

0) â

�i(t) çà âðåìÿ t� t0.

Òåïåðü äëÿ òàêîé ðåàëèçàöèè ïðîöåññà �̂ ñâÿ�

æåì mi(t) è �i(t). Ñíà÷àëà îãðàíè÷èìñÿ âðåìåíàìè

p � �t � p2. Íà òàêèõ âðåìåíàõ äèôôóçèîííûé

ïðåäåë îêàçûâàþòñÿ óæå äîñòèãíóòûì, ò. å. äëÿ âñåõ

�0i < 0 óæå

exp(��0it)� Pe:

Òèïè÷íûå ôëóêòóàöèè Æ�(t0) � p, ïîýòîìó ïî ñðàâ�

íåíèþ ñ p ðàçáðîñîì òèïè÷íûõ ïóòåé �(t0), ïðèâîäÿ�

ùèõ ê ðåçóëüòàòó �i(t), ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïåðåïè�

ñàâ âûðàæåíèå (20) ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (10), ïîëó�

÷àåì

Î = N̂D̂ �

�
8<
:1+Pe�2Ô

0
@ tZ

0

�dt0[ÔT D̂�2Ô](t0)

1
A ÔT

9=
; D̂N̂T =

= R̂M̂R̂T : (36)

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëZ t

0

�dt0 exp(�2�0it0) =
�

�0i

ôîðìèðóåòñÿ ïðè t0 � ��1, åñëè �0i > 0. Åñëè �0i < 0,

òî ýòîò èíòåãðàë ðàâåí

J = (�=j�0ij) exp(2t�0i)� Pe2

è ôîðìèðóåòñÿ, êîãäà t � t0 � �. Ïîýòîìó âî âòî�

ðîì ñëàãàåìîì â ôèãóðíîé ñêîáêå (36) íå ìàëû âêëà�

äû, êîòîðûå äàþò óáûâàþùèå ñî âðåìåíåì ýëåìåíòû

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D̂(t0).

Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ìàòðèöà Î îïðåäåëÿåò�

ñÿ çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû Ŵ â ìîìåíòû t0, òàêèå ÷òî

t � t0 � �. Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ìàòðè÷íûå ýëå�

ìåíòû Î , ïðåäñòàâèì ìàòðèöó Ô â âèäå

Ô(t0) � [1� (t� t0)
o(t)]Ô(t):

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 
o(t) ìàëû è îöåíèâàþòñÿ

â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (12). Ïóñòü ñíà÷àëà

�02 > 0. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó: R̂ è N̂

ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî Pe�2. Äâà áîëüøèõ ñîá�

ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò, ò. å.m1;2 = �1;2, à äëÿ

òðåòüåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ Î èìååì

m3 = �p+ ln[j�03j=�]=2:

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ÿâëÿåòñÿ

ìàëîé ïîïðàâêîé, êîòîðîé ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü.

Â îáðàòíîì ñëó÷àå, ïðè �02 < 0, R̂T N̂ ïðåäñòàâëÿ�

åò ñîáîé ñëó÷àéíûé ïîâîðîò âîêðóã ïåðâîé îñè. Ëî�

ãàðèôì ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ m1 = �1,
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à m2;3 = �p ñ òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâîê ïîðÿäêà

ln[j�02;3j=�]. Òàêèì îáðàçîì, ñ èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷�

íîñòüþ ïîëó÷àåì

mi = �p+ �(�i + p): (37)

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ñâÿçè (37) íàéäåì Z�. Ñíà�

÷àëà äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè îï�

òèìàëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ ïî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ

ñãóñòîê ðàcòÿãèâàåòñÿ, ��2 > 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü

âûðàæåíèåì (37), ïîëó÷àåì, ÷òî

Z� = hC�
2 Pe

�=2 expf��3=2gi:

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Z� = C�
2 Pe

�=2

Z
d�02d�

0
3 exp f�t(S � ��03=2)g =

= C�
2 Pe

�=2 exp(�
�t); (38)

ãäå


� = (S � �03�=2)min:

Äëÿ êðàòêîñòè ìû ïèøåì ïðîñòî S, ïîäðàçóìåâàÿ

ïîä ýòèì S(�02 � �2; �
0
3 � �3). Ïåðåâàëüíûå çíà÷åíèÿ

â èíòåãðàëå (38) ��2;3(�) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

@2S = 0; @3S = �=2:

Ïðè âû÷èñëåíèè ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ��2 < 0. Ýòî

áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü íàøèì èñõîäíûì ïðåäïîëîæå�

íèÿì � ïðè îïòèìàëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ ñãóñòîê íà

ñàìîì äåëå ðàñòÿãèâàåòñÿ òîëüêî ïî îäíîìó íàïðàâ�

ëåíèþ. Â òàêîì ñëó÷àå íàäî èñïîëüçîâàòü ïðèáëè�

æåíèå

Z� = C�
2 Pe

�hexp[�(�2 + �3)=2]i:

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè â òî÷êå,

îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè

�02 = 0; @3S = �=2; (39)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

@2S > �=2;

òî îïòèìàëüíûå ôëóêòóàöèè èìåþò ��2 > 0 è Z� äà�

åòñÿ ôîðìóëîé (38). Åñëè @2S < 0, òî îïòèìàëüíûìè

ÿâëÿþòñÿ ôëóêòóàöèè ñ ��2 < 0, è

Z� = (C2Pe)
�e�
�t (40)

ãäå


� = (S + �01�=2)min:

Äëÿ âàðèàíòà 0 < @2S < �=2 íàèáîëüøèé âêëàä

äàþò ñîáûòèÿ, êîãäà äèôôóçèîííûé ïðåäåë äîñòè�

ãàåòñÿ âòîðîé ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòîé êàê ðàç

â ìîìåíò íàáëþäåíèÿ. Ïîýòîìó íà âðåìåíàõ t0,

0 < t0 < t, èìååì

�2(t
0) � �pt0=t: (41)

Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè t! 1 èìååì ��2 = 0. Âûðàæå�

íèå äëÿ ìîìåíòà èìååò âèä

Z� = C�
2 Pe

�=2+@2S exp(�
�t); 
� = S � ��3; (42)

ãäå çíà÷åíèÿ S è ��3 áåðóòñÿ â òî÷êå, îïðåäåëÿåìîé

óðàâíåíèåì (39). Îòìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü 
� ÿâëÿ�

åòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé �, 
2� < 2
�. Ïîýòîìó ñòà�

òèñòèêà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà èìååò ñèëüíóþ ïåðåìå�

æàåìîñòü:

hj#j2�i � hj#j�i2:
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè S, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ êîíå÷�

íîé ïðè �0i = 0, ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå

�c = @3S(��2;��3);

ïîñëå êîòîðîãî Z� áóäåò çàâèñåòü îò � òîëüêî ÷åðåç

C�
2 . Ïðè � > �c ïîëó÷àåì


� = S(��2;��3):

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïòèìàëüíûå ôëóêòóàöèè äëÿ

âñåõ � > �c îêàçûâàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå. Ïðè

òàêèõ ôëóêòóàöèÿõ ñêîðîñòè ðàçìåðû, ïî êîòîðûì

ïðîèñõîäèò ñæàòèå, âïåðâûå äîñòèãàþò rd â ìîìåíò

íàáëþäåíèÿ t, è ïîýòîìó

det Î(t) = 1:

Ìîìåíòû Z� çàâèñÿò îò âðåìåíè òîëüêî ÷åðåç ñòà�

òèñòè÷åñêèé âåñ ýòèõ ôëóêòóàöèé.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå [18] ïîêàçûâàåò, ÷òî

�c � 10. Íåâîçìîæíî ñäåëàòü áîëåå òî÷íûå çàêëþ�

÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå [18] äàí�

íûå íå ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ óñòàíîâèòü çíà÷åíèå

âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè S â ìèíèìóìå.

Îöåíèì, ÷òî áóäåò íà áîëüøèõ âðåìåíàõ

t � p2=�. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî åñëè � < �c è

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ��2 íå ðàâíî íóëþ, òî âñå

ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ, ïðèâîäÿùèå, â ÷àñòíîñòè,

ê (38), ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ áîëüøèõ âðåìåí

t� p2=�.

Òåïåðü ïóñòü � < �c è â òî÷êå (39) 0 < S2 < �=2.

Ïîñêîëüêó ÿâíûé âèä ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîöåññîâ

~�ii (22) íåèçâåñòåí, ðàññìîòðèì óïðîùåííóþ çàäà�

÷ó, ìîäåëèðóþùóþ ëîãàðèôì ðàçìåðà ñãóñòêà mi. Â
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êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿmi âîçüìåì áðîóíîâñêóþ ÷àñòè�

öó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ íà ïðÿìîé x è íà÷èíàåò

ñâîå äâèæåíèå èç íà÷àëà x = 0. Êîýôôèöèåíò äèô�

ôóçèè âîçüìåì D = �. Áðîóíîâñêîé ÷àñòèöåé áóäåì

ìîäåëèðîâàòü m2. Îöåíèì âêëàä â ìîìåíò Z� îò ðå�

àëèçàöèé ïðîöåññà �̂, ïðè êîòîðûõ äèôôóçèÿ áûëà

ñóùåñòâåííà äëÿ m2 òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä

ìîìåíòîì íàáëþäåíèÿ íà âðåìåíàõ t0 . t���1. Äëÿ

ýòîãî âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ââåäåì ïîãëîùàþ�

ùóþ ñòåíêó ïðè x = �p. Îãðàíè÷åíèå
�2(t)=t = �p=t� 1

íà ïðîöåññ �̂ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íàøåé áðîóíîâñêîé

÷àñòèöû íå íàäî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûé ñðåäíèé

ñíîñ. Íà âðåìåíàõ t � p2=t âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà íå ïîãëîòèòñÿ, óìåíüøàåòñÿ

êàê 1=t. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî

îòíîøåíèå âåñà òðàåêòîðèé, íà êîòîðûõ âûïîëíÿ�

ëîñü íåðàâåíñòâî �2(t
0) > �p âñåãäà, êðîìå ìîìåí�

òà íàáëþäåíèÿ t, ê âåñó âñåõ òðàåêòîðèé, èìåþùèõ

â êîíöå �2(t) = �p, ïðîïîðöèîíàëüíî 1=t. Ñëåäîâà�

òåëüíî, çàâèñèìîñòü (42) íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ìî�

æåò ïðèîáðåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ñòåïåíü âðåìåíè,

íî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îñòàíåòñÿ òîé æå

ñàìîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè n < �c íåò îãðàíè÷åíèÿ

ñâåðõó ïî âðåìåíè ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòîâ ïóòåì

ïîèñêà îïòèìàëüíîé ôëóêòóàöèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ

Z� ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñâÿçüþ (37).

Íàêîíåö ðàññìîòðèì ñëó÷àé � > �c. Êàê áûëî

ïîêàçàíî, íà ïðîìåæóòî÷íûõ âðåìåíàõ t � p2=�

îïòèìàëüíûå ôëóêòóàöèè òàêîâû, ÷òî äèôôóçèÿ â

íèõ âîîáùå íå èãðàåò ðîëè è â ìîìåíò íàáëþäåíèÿ

�3(t) � �p. Îöåíèì âêëàä òðàåêòîðèé ñ òàêèìè æå

îãðàíè÷åíèÿìè íà âðåìåíàõ t � p2=�. Áðîóíîâñêîé

÷àñòèöåé áóäåì ìîäåëèðîâàòü m3. Â ñèëó íåñæèìà�

åìîñòè èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå �3 < 0, ñëåäîâàòåëüíî,

êðîìå ïîãëîùàþùåé ñòåíêè â òî÷êå x = �p íàäî ââå�
ñòè îòðàæàþùóþ ñòåíêó â òî÷êå x = 0. Òîãäà âåðîÿò�

íîñòü òîãî, ÷òî áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà íå ïîãëîòèòñÿ

ïðè t� p2=�, ïðîïîðöèîíàëüíà exp
���2�t=4p2�. Òà�

êèì îáðàçîì, íà áîëüøèõ âðåìåíàõ âåñîìûé âêëàä

â ìîìåíò Z� áóäóò äàâàòü òðàåêòîðèè, äëÿ êîòîðûõ

äèôôóçèÿ èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü íà âñåõ t0 < t.

Êàïëÿ íåñêîëüêî ðàç ðàñòÿãèâàåòñÿ è ïîòîì ñíîâà

ñæèìàåòñÿ ïî ìåíüøåìó ðàññòîÿíèþ äî rd. Ïîýòîìó

ìîìåíòû î÷åíü áîëüøèõ ïîðÿäêîâ íà áîëüøèõ âðå�

ìåíàõ íå ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ îïðåäåëå�

íèÿ îïòèìàëüíîé ôëóêòóàöèè. Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ,

ïî-âèäèìîìó, íåîáõîäèìî ïîëíîñòüþ çíàòü ñòàòèñòè�

êó ïðîöåññà ~�.

Âû÷èñëÿÿ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè (28) ïîðÿä�

êà 2n, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 2n < �c.

7. ÄÂÓÌÅÐÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûå òå÷åíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî

ìû àíàëèçèðóåì ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ #g , êîãäà íà�

÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå #g0 èìååò ãàóññîâó ñòàòèñòè�

êó, ñì. ðàçä. 2. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âðåìÿ t� p=�.

Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ àíàëèç, àíàëîãè÷íûé

ïðîâåäåííîìó â ðàçä. 6, îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî ïðî�

ùå, ïîñêîëüêó íåò ñðåäíåé ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû.

Ïðè � < �c

Z� = C2Pe
�=2 exp(�
�t); (43)

ãäå


� = (S � �02�)min:

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ðàçä. 5, âûïèøåì ðåçóëü�

òàòû óñðåäíåíèÿ ïî óãëàì äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (27) óñðåäíå�

íèå ïî óãëàì äàåò

hU(R)ia = exp [��(�m2 + y)] ; y = ln(R=l): (44)

Íåíóëåâîé âêëàä â ÷åòûðåõòî÷å÷íûé êîððåëÿòîð

âíîñÿò êîíôèãóðàöèè, êîãäà îðòîãîíàëüíûå âåêòî�

ðû R1 è R2 ïîïàäàþò â îäèí ñãóñòîê, ò. å. êîãäà

R2 � lem2 :

Ïðè ýòîì

hU(R1)U(R2)ia = exp [��(�m2 + y1)] ;

yi = ln(Ri=l):
(45)

Ïðèñòóïàÿ ê âû÷èñëåíèþ êîððåëÿöèîííûõ ôóíê�

öèé, îòìåòèì, ÷òî äëÿ íèõ îïòèìàëüíûå ôëóêòóà�

öèè ìîæíî íàéòè, îñíîâûâàÿñü íà íàéäåííûõ îïòè�

ìàëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ äëÿ îäíîòî÷å÷íûõ ìîìåíòîâ

Zn. Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîí�

íîé ôóíêöèè. Èç âûðàæåíèÿ (37) ñëåäóåò, ÷òî

F2(R) = C2

Z
d�2 �

� exp [�tS(x2)��(�m2+y)�(m1+m2�p)] : (46)

Èíòåãðèðóÿ ïî �2, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé çàêîí

ñêåéëèíãà äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè:

F2(R) = C2e
�y

Z
d�2 exp [�tS(x2) + �2] =

=
l

R
exp(�
2t): (47)

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûå ôëóêòóàöèè äëÿ ïàð�

íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè â äâóìåðíîì ñëó÷àå

ñîâïàäàþò ñ îïòèìàëüíûìè ôëóêòóàöèÿìè äëÿ Z2.
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Ìíîæèòåëü 1=R â âûðàæåíèè (47) âîçíèêàåò èñêëþ�

÷èòåëüíî âñëåäñòâèå óñðåäíåíèÿ ïî âðàùåíèÿì, ñì.

ðàçä. 5, ïîñêîëüêó ïðè ðåëåâàíòíûõ ôëóêòóàöèÿõ

âòîðîé ðàçìåð ñãóñòêà ïîðÿäêà äèôôóçèîííîãî ðàñ�

ñòîÿíèÿ rd.

Òåïåðü âû÷èñëèì ÷åòûðåõòî÷å÷íóþ êîððåëÿöè�

îííóþ ôóíêöèþ, òî÷íåå îäèí èç øåñòè âêëàäîâ (28).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü íåíóëåâîé âêëàä, íàäî,

÷òîáû âòîðîé ðàçìåð ñãóñòêà lem2(t) â ìîìåíò âðå�

ìåíè t áûë íå ìåíüøå R2:

F2n = Cn
2

�
R1

lem2

exp

�
�n(m1+m2)

2

��
lem2>R2

;

n = 2:

(48)

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè îïòèìàëüíóþ ôëóêòóà�

öèþ, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ ðåàëèçàöèé ïðî�

öåññà �̂. Ñíà÷àëà áîëüøèé ðàçìåð ñãóñòêà ðàñòåò,

m1(t
0) = ��02(t0);

ãäå

0 < t0 < t� �; 0 > �02 � �:

Ïðè ýòîì ìåíüøèé ðàçìåð çà âðåìÿ t0d � �p=�02 äî�
ñòèãàåò ðàçìåðà rd, t

0
d < t0. Íà âðåìåíàõ t0 > t � � ,

íàîáîðîò, ðàñòåò ìåíüøèé ðàçìåð, òàê ÷òî â ìîìåíò

íàáëþäåíèÿ

m2(t) = rde
z:

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî z íå î÷åíü âåëèêî, 1 � z �
� �t. Ïðè òàêîì ïðîöåññå îáúåì ñãóñòêà (25) îêàçû�

âàåòñÿ ðàâíûì

V = exp[��02(t� �) � p]:

Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ t0 & ��1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí�

ñòâî

em1 � em2 ;

ñòàòèñòèêà ïðîöåññà ~� (22) òàêàÿ æå, êàê è ó ïðî�

öåññà �� (11). Äëÿ òîãî ÷òîáû íå îãðàíè÷èâàòüñÿ ïî�

ðÿäêîì n = 4, áóäåì èñêàòü âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïðî�

öåññà ñ äîïîëíèòåëüíûì âåñîì V ��=2 ïðè � < �c
â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (34). Óñðåäíÿÿ ïî �02,

ïåðåâàëüíîå çíà÷åíèå êîòîðîãî îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

��2(�), ïîëó÷àåì

P�(z; �) =
= exp f�
�t� � [(S(z=� � �2)� �z=2�)� 
�]�

� �z=2 + �p=2g : (49)

Òåïåðü íàéäåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå � , ïðè êîòî�

ðîì P�(z; �) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû

ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ äî êîíöà, â êà÷åñòâå èëëþñòðà�

öèè âîçüìåì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ S, òàêóþ ÷òî

S(x2) = S22x
2
2=2:

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

P�(z) / Pe�=2 exp(�
�t)�
� exp[�z(�=2 + 2j��2jS22)]: (50)

Íàéäåì âêëàä â êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ îò ðàñ�

ñìîòðåííîãî òèïà ôëóêòóàöèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî

ïîäñòàâèòü â âûðàæåíèå (48) P4 èç (50) è óñðåäíèòü

ïî z:

F2n(R1;R2; t) =

= Cn
2

�
R1

rdez
P2n(z)

�
z&ln[R2=rd]

= (51)

= Cn
2 Pe

n�1 �

� exp(�
2nt) l

R1

�
rd
R2

�(n�1)+2j��
2
jS22

; (52)

ãäå n = 2. Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå z�

òàêîâî, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîãî âòîðîãî ðàçìåðà ìû

èìååì

lem2(t) � R2:

Ìû ïðèðàâíÿëè âêëàä (51) êî âñåé êîððåëÿöèîí�

íîé ôóíêöèè âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî âêëàäû äðóãèõ

òèïîâ ôëóêòóàöèé îêàçûâàþòñÿ ïîäàâëåííûìè. Íà�

ïðèìåð, îêàçûâàåòñÿ ïîäàâëåííûì âêëàä ïðîöåññà

(ðàâíûé exp(�
�ct)) ñ ëèíåéíûì èçìåíåíèåì ìåíü�

øåãî ðàçìåðà äî rde
z, êîãäà

m(t0) = (z � p)t=t:

Êîíå÷íî, ðàâåíñòâî (51) íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñòðîãî ìà�

òåìàòè÷åñêè äîêàçàííûì.

Âû÷èñëåíèå âêëàäîâ (28) â êîððåëÿöèîííûå

ôóíêöèè (7) áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà 2n, 6 � 2n <

< �c, ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è âû÷èñëåíèÿ F4 (51)

ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â

ðàçä. 5, óñðåäíåíèå ïî âðàùåíèÿì íóæíî ïðîâî�

äèòü íàä ïðîèçâåäåíèåì U( ~R1)U( ~R2) íåêîòîðûõ

îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ~R1;2. Â ýëëèïñ, ïîñòðî�

åííûé íà ýòèõ âåêòîðàõ, äîëæíû ïîìåùàòüñÿ âñå

âåêòîðû èç (28). Â ïðîöåññå óñðåäíåíèÿ ïî ñòåïåíè

ðàñòÿæåíèÿ ìû ïîëó÷èì òå æå ôîðìóëû (48)-(51)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèì n. Òàêèì îáðàçîì, âêëàä (28)

ñ n � 3 òàêæå äàåòñÿ âûðàæåíèåì (51) ñ äëèíàìè
~R1;2 âìåñòî äëèí R1;2.
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7.1. Òå÷åíèÿ â ïëåíêàõ

Äâóìåðíûå òå÷åíèÿ íàáëþäàþòñÿ â òîíêèõ ïëåí�

êàõ, ãäå ïàññèâíûì ñêàëÿðîì ìîæåò áûòü òîëùè�

íà ïëåíêè h [20; 21]. Àíàëîãèÿ ñ îáû÷íûì ñêàëÿðîì

òèïà ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû îêàçûâàåòñÿ íå áóê�

âàëüíîé, ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè äëÿ h âìåñòî äèô�

ôóçèè ïðèñóòñòâóåò ãèïåðäèôôóçèÿ:

@th+ (v@)h = �~��2h: (53)

Ïåðåõîäÿ ê ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèþ è áåðÿ ñêîðîñòü â

âèäå (8), ïîëó÷àåì ðåøåíèå (53) äëÿ ñãóñòêà íà÷àëü�

íûì óñëîâèåì �0(r=l):

~�(k; t) = ~�0

�
l
p
kŴ T Ŵ Tk

�
exp

8<
:� l4

Pe4
�

�
tZ

0

dt0
h
k(Ŵ (Ŵ T Ŵ )�1(t0)Ŵ T )k

i29=
; : (54)

×èñëî Ïåêëå ñíîâà îïðåäåëåíî êàê

Pe = l=rd;

à äèôôóçèîííûé ìàñøòàá � êàê

rd = (~�=�)1=4:

Ðàçðåøåííûå âîëíîâûå âåêòîðû k â (54) îïðåäåëÿ�

þòñÿ íåðàâåíñòâîì

kÎk . 1;

òàê æå, êàê è â (17). Ñëåäîâàòåëüíî, óñðåäíåíèå

ïî ñòàòèñòèêå ñêîðîñòè ïðîèçâåäåíèÿ n ôóíêöèé

G2(Ri; t) (26) ìîæíî ïðîâîäèòü ïî òîé æå ïðîöåäó�

ðå, êîòîðàÿ îïèñàíà â ðàçä. 5 è 7.

8. ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå âîçìîæíûå âàðèàíòû äëÿ

êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàññèâíîãî ñêàëÿðà áó�

äóò êëàññèôèöèðîâàòüñÿ ïî çíà÷åíèþ @2S â òî÷�

êå (39) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì �. Ìû áóäåì èíòåðåñî�

âàòüñÿ âðåìåíàìè t � p=�. Íàïîìíèì, ÷òî ìû àíà�

ëèçèðóåì ñëó÷àé íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ #g0, ñì.

ðàçä. 2.

Ñíîâà íà÷íåì ñ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíê�

öèè. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (37), çàìåòèì,

÷òî àíàëèç îêàçûâàåòñÿ òàêèì æå, êàê è äëÿ îäíî�

òî÷å÷íîãî ìîìåíòà (34) âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çàìåíîé

p! �y. Âîçìîæíûå ñëó÷àè êëàññèôèöèðóþòñÿ çíà�
÷åíèåì ïðîèçâîäíîé @2S â òî÷êå (39) ñ � = 2. Åñëè

S2 < 0, òî îïòèìàëüíûå ôëóêòóàöèè íå áóäóò çà�

âèñåòü îò R � âòîðîé ðàçìåð ñãóñòêà áóäåò ìíîãî

áîëüøå, ÷åì R. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ñëåäó�

þùèé çàêîí ñêåéëèíãà:

F2(R; t) = C2 exp(�
2t) l
R
: (55)

Îïòèìàëüíûå ôëóêòóàöèè íå áóäóò çàâèñåòü îò R

è â ñëó÷àå, êîãäà â òî÷êå (39) S2 > 1. Òîãäà âòî�

ðîé ðàçìåð ñãóñòêà ïðè îïòèìàëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ

îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà äèôôóçèîííîãî, ïîýòîìó

F2(R; t) = C2 exp(�
2t) l
2

R2
: (56)

Åñëè ïðè îïòèìàëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ ñ R = 0 âòî�

ðàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòà äîñòèãàåò äèôôóçèîí�

íîãî ïðåäåëà êàê ðàç â ìîìåíò íàáëþäåíèÿ, ò. å.

0 < S2 < 1, òî ïðè

ln(R2=rd)� �t

îïòèìàëüíûìè áóäóò ôëóêòóàöèè ñ èñòîðèåé

�2(t
0) � (t0=t) ln(R2=l):

Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ S îêîëî òî÷êè (39) äî âòîðî�

ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì

F2(R; t) = C2 exp(�
2t)(R=l)�1�S2 �

� exp

(
�

~S22
2t

(ln(R=l))2
)
: (57)

Çäåñü
~S22 = S22 � S2

23=S33:

Îòìåòèì, ÷òî â ìîäåëè Êðàé÷íàíà ðåàëèçóåòñÿ êàê

ðàç ýòîò âàðèàíò. Ïîäñòàâëÿÿ èçâåñòíûé âèä (76)

ôóíêöèè S äëÿ ýòîé ìîäåëè, ïîëó÷àåì çàâèñè�

ìîñòü [13]

F2(R; t) = C2 exp(��t=4)(R=l)�3=2: (58)

Ìû âçÿëè âðåìåíà

�t� [ln(R=l)]2;

íà êîòîðûõ ïîñëåäíÿÿ ýêñïîíåíòà â (57) áëèçêà ê

åäèíèöå. Îòìåòèì ñâîéñòâî êîððåëÿöèîííîé ôóíê�

öèè âòîðîãî ïîðÿäêà: îíà íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåí�

òà äèôôóçèè, âûðàæåíèÿ (55)�(57) âåðíû ïðè � = 0.

Èç àíàëèçà, ïðîâåäåííîãî â ðàçä. 5, ñëåäóåò, ÷òî

âî âêëàäå (28) â ÷åòûðåõòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ

ôóíêöèþ (7) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òàêèå âåêòî�

ðû R1;2 â (28), ÷òî R1 ? R2. Â òîì æå ðàçäåëå áûëî
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ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâåííûé âêëàä â êîððåëÿöèîí�

íóþ ôóíêöèþ äàþò ïðîöåññû, ïðè êîòîðûõ âòîðîé

ðàçìåð ñãóñòêà â ìîìåíò íàáëþäåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íå

ìåíåå R2. Ìû ïðèìåì, ÷òî R1 � R2. Â ñëó÷àå S2 < 0

ïðè îïòèìàëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ âòîðîé ðàçìåð ñãóñò�

êà ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñî âðåìåíåì, ïîýòîìó çà�

âèñèìîñòü îò R1;2 ïîÿâëÿåòñÿ öåëèêîì âñëåäñòâèå

óñðåäíåíèÿ ïî ìàòðèöå R̂ (21), è

F4(R1; R2; t) = C2
2 exp(�
4t)(R1=l)

�1(R2=l)
�1: (59)

Ïðè 0 < S2 < 1 êîíå÷íîå çíà÷åíèå �2 ñòàíîâèòñÿ

ðàâíûì ln(R1=l), è â ïðåäåëå

�t� (lnR1])
2

ïîëó÷àåì

F4(R1; R2; t) =

= C2
2 exp(�
4t)(R1=l)

�1�S2(R2=l)
�1: (60)

Åñëè 1 < S2 < 2, òî ëîãàðèôì ñðåäíåãî ðàçìåðà �2
ëèíåéíî ñî âðåìåíåì äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ ln(R2=l).

Ïðè

�t� [ln(R2=l)]
2

ïîëó÷àåì

F4(R1; R2; t) =

= C2
2 exp(�
4t)(R1=l)

�2(R2=l)
�S2 : (61)

Åñëè S2 > 2, òî îïòèìàëüíîé ôëóêòóàöèåé ÿâëÿåòñÿ

ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì ñðåäíèé ðàçìåð ñíà÷àëà áû�

ñòðî, çà âðåìÿ ïîðÿäêà td, äîñòèãàåò äèôôóçèîííîãî

ïðåäåëà rd, à çàòåì íåçàäîëãî äî ìîìåíòà íàáëþäå�

íèÿ âûðàñòàåò äî âåëè÷èíû R2. Ïîèñê îïòèìàëüíîé

ôëóêòóàöèè äëÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé

ôóíêöèè ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è â äâóìåðíîì ñëó�

÷àå. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî åñòü óáûâàþ�

ùàÿñÿ âåëè÷èíà �3, ïî êîòîðîé íóæíî òàêæå ïðîâî�

äèòü óñðåäíåíèå. Ïóñòü äëÿ ïðèìåðà ñíîâà

S = Sijxixj=2:

Òîãäà

F4(R1; R2; t) = C2
2Pe

3+2 ~S22j�
�

2
j �

� exp(�
4t)(R1=l)
�2(R2=l)

�1�2 ~S22j�
�

2
j: (62)

Çäåñü

~S22 = S22 � (S23)
2=S33; ��2 = ��2(4);

ñì. ðàçä. 6. Åñëè äëÿ ôóíêöèè S íåäîñòàòî÷íî êâà�

äðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ, òî ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü

ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ áîëüøåãî ìàñøòàáà R1, à îò

R2 ïîÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü.

Íàêîíåö, íàéäåì âîçìîæíûå ïðîñòðàíñòâåííûå

çàâèñèìîñòè äëÿ øåñòèòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé

ôóíêöèè. Âîçüìåì â âûðàæåíèè (28) âåêòîðû Ri

âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè è òàêèìè, ÷òî R1 � R2 �
� R3. Âñå îêîí÷àòåëüíûå îòâåòû ïðèâîäÿòñÿ äëÿ

ôóíêöèè

S = Sijxixj=2:

Ïðè îïòèìàëüíîé ôëóêòóàöèè ê ìîìåíòó íàáëþäå�

íèÿ t ñãóñòîê äîëæåí èìåòü âòîðîé ðàçìåð íå ìåíü�

øå R2, à òðåòèé íå ìåíüøåR3. Êîãäà â òî÷êå, îïðåäå�

ëÿåìîé óðàâíåíèåì (39) ñ � = 6, S2 < 0, îïòèìàëü�

íîå çíà÷åíèå ��2 > 0. Ïåðâûå äâà ðàçìåðà ñãóñòêà

ðàñòóò ñî âðåìåíåì, à òðåòèé � ñíà÷àëà óáûâàåò äî

ðàçìåðà rd, à ïîòîì ñ ìîìåíòà t� � äî ìîìåíòà t âû�

ðàñòàåò äî R3. Âðåìÿ � èùåòñÿ òàê æå, êàê â ðàçä. 7

äëÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Åñ�

ëè S2 > 3, òî è âòîðîé, è òðåòèé ðàçìåðû ñãóñòêà ñíà�

÷àëà óáûâàþò äî âåëè÷èíû rd, à çàòåì âîçðàñòàþò

ñîîòâåòñòâåííî äî çíà÷åíèé R2 è R3. Îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì

F2n = Cn
2 Pe

n�2 exp(�
2nt)(R1=l)
�1(R2=l)

�1 �
� (rd=R3)

(n�2)+2 ~S33j�
�

3
j; S2 < 0; (63)

F2n = Cn
2 Pe

2(n�2) exp(�
2nt)(R1=l)
�2 �

� exp

(
�nz2�(n�1)z3�Sij j��i jzj�

s
Sijzizj
Sij��i �

�
j

)
;

S2 > n; (64)

ãäå

n = 3;

zi = ln(Ri=rd); i = 2; 3; ~S33 = S33 � (S23)
2=S22:

Áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ âàðèàíò, êîãäà 0 < S2 < 3.

Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà ôóíêöèþ S:

S23 > 0:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè Æ�2
è Æ�3 ïðè ðåëåâàíòíûõ ôëóêòóàöèÿõ ñóùåñòâóåò àí�

òèêîððåëÿöèÿ (ïðè äîïîëíèòåëüíîì âåñå V �3). Â ìî�

ìåíò t� � òðåòèé ðàçìåð, óæå äîñòèãøèé äèôôóçè�

îííîãî ìàñøòàáà, íà÷èíàåò ðàñòè è â ìîìåíò íàáëþ�

äåíèÿ t äîñòèãàåò âåëè÷èíû R3. Ñðåäíèé ðàçìåð ïðè

îïòèìàëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ íå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ

rd. Ïðè ýòîì �2 èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî ñî âðåìåíåì.

Ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè t� � ñêîðîñòü _�2(t
0) ïðåòåð�

ïåâàåò ñêà÷îê âíèç íà âðåìåííîì ìàñøòàáå t � ��1.

Ïðè 0 < S2 < 1 ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

��2(t) = ln(R1=l):
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Ïðè 1 < S2 < n, n = 3 èìååì

��2(t) = ln(R2=l):

Äëÿ óñðåäíåíèÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïîëó÷àåì ñëå�

äóþùèé ðåçóëüòàò:

F2n = Pen�2 exp(�
2nt)(R1=l)
�1�S2(R2=l)

�1 �
� (rd=R3)

n�2+2 ~S33j�
�

3
j; 0 < S2 < 1; (65)

F2n = Pen�2 exp(�
2nt)(R1=l)
�2(R2=l)

�S2 �
� (rd=R3)

n�2+2 ~S33j�
�

3
j; 1 < S2 < n: (66)

Â âûðàæåíèÿõ (63)�(66)

��i = ��i (2n):

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü êîððåëÿöèîííûå ôóíê�

öèè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ 2n, 8 � 2n < �c,

äëÿ êàæäîãî âêëàäà (28) â êîððåëÿöèîííóþ ôóíê�

öèþ (7) íàäî ïîñòðîèòü òðè âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ

âåêòîðà ~Ri, ñì. ðàçä. 5. Ïîñëå ýòîãî âñå âû÷èñëåíèÿ

äëÿ F2n ïðîâîäÿòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ F6, è â èòî�

ãå ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ (63)�(66) ñ ñîîòâåòñòâó�

þùèì n.

8.1. Óãëîâûå îñîáåííîñòè

Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ ÿâíûé âèä êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

ñêàëÿðà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðàñïðåäåëåíèå #g, â êîòî�

ðîì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñãóñòêàìè D � l. Ïîñêîëü�

êó íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå #g0 îáëàäàåò ãàóññîâîé

ñòàòèñòèêîé ñ íóëåâûì ñðåäíèì, âñå êîððåëÿöèîí�

íûå ôóíêöèè ñêàëÿðà íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâíû íó�

ëþ (ñì. ðàçä. 2). Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿ�

öèîííîé ôóíêöèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü ãåîìåò�

ðèÿ òàêîâà, ÷òî

r12 k r43; r12 � r43 � rd;

r32 = r34; r32 ? r43;

ãäå

rij = ri � rj :

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè r2, r3 è r4 íàõîäÿòñÿ äðóã îò

äðóãà íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà r34, à ïåðâàÿ òî÷êà r1
íàõîäèòñÿ äàëåêî îò íèõ íà ðàññòîÿíèè r12. Êîððå�

ëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

Fg
4 (frig; t) = Cn

2 h[det Î ]�2f[U(r14)U(r32) +

+ U(r13)U(r12)] + U(r12)U(r43)gi: (67)

Óãëîâàÿ îñîáåííîñòü ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó r34 ! 0.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â êâàäðàòíîé ñêîáêå (67) äà�

þò îäèíàêîâûé âêëàä, à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â êðóã�

ëîé ñêîáêå íå çàâèñèò îò ìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ r34.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (59)�(61), ïîëó÷àåì

Fg
4 (frig; t) =

= C2
2 exp(�
4t)

1

(r12)a

"
2

�
rd
r23

�b

+ 1

#
; (68)

ãäå ïàðàìåòðû a è b ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ

1 < a < 2; b = 1 èëè a = 2; b > 2 (69)

â çàâèñèìîñòè îò ñòàòèñòèêè ïîëÿ ñêîðîñòè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçä. 4, â îáðàòíîì ïðåäåëå

íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ #p, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ

ñãóñòêîâ c � 1, êàæäîìó èç òðåõ âêëàäîâ â êîððå�

ëÿöèîííóþ ôóíêöèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (67) ìîæíî

ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

òðåòüåãî ïîðÿäêà. Âîçüìåì óæå îïèñàííóþ ãåîìåò�

ðèþ áåç ÷åòâåðòîé òî÷êè r4. Òîãäà êîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ

Fp
3 (r1; r2; r3; t) = C4h[det Î ]�2U(r13)U(r32)i =

= C4 exp(�
4t) 1

(r12)a
1

(r23)b
(70)

ïðîïîðöèîíàëüíà ïåðâîìó ñëàãàåìîìó â âûðàæå�

íèè (67).

Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (67) è (70) ïðèìåíè�

ìû, êîãäà äèôôóçèîííûé ìàñøòàá rd îêàçûâàåòñÿ

óæå äîñòèãíóòûì, ò. å. íà âðåìåíàõ

t� ��1 lnPe:

9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñòàòèñòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â

ðàñïàäíîé çàäà÷å ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñòàòèñòèêè

ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà â ïðèñóòñòâèè íåïðåðûâíîé

íàêà÷êè [8; 10; 16]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåçþìèðîâàòü ðå�

çóëüòàòû ðàáîòû è îïèñàòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñ�

ïðåäåëåíèå ñêàëÿðà, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèåìîì, îïè�

ñàííîì â ðàçä. 2. À èìåííî, ïðåäñòàâèì íà÷àëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå #0(r), îáëàäàþùåå êîððåëÿöèîííîé

äëèíîé l, â âèäå õàîòè÷åñêè ðàçáðîñàííûõ â ïðî�

ñòðàíñòâå øàðîîáðàçíûõ ñãóñòêîâ ðàçìåðîì l. Íà�

ïîìíèì, ÷òî ïîä øàðîîáðàçíûì ñãóñòêîì ðàçìåðà l

ìû ïîíèìàåì ÷àñòíûé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà

�0(r=l), êîãäà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå # = 0, çà èñ�

êëþ÷åíèåì âûäåëåííîé îáëàñòè ðàçìåðà l. Äëÿ òîãî
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÷òîáû íàéòè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñêàëÿðà, íà�

äî ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïî íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ

ñãóñòêîâ â ïðîñòðàíñòâå è ïî ñòàòèñòèêå ãðàäèåíòà

ñêîðîñòè.

Ïîòîê æèäêîñòè âûòÿãèâàåò ñãóñòêè. Ñãóñòêè,

êîòîðûå íàõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè,

ìåíüøåì âÿçêîãî ìàñøòàáà �, âûòÿãèâàþòñÿ îäèíà�

êîâî è èìåþò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàí�

ñòâå. Ìåíüøèé ðàçìåð ñãóñòêà íå ìîæåò áûòü ìåíü�

øå äèôôóçèîííîé äëèíû rd, ïîýòîìó ïîñëå äîñòèæå�

íèÿ ìåíüøèì ðàçìåðîì äèôôóçèîííîé äëèíû îáú�

åì îòäåëüíîãî ñãóñòêà íà÷èíàåò ðàñòè. Ðàñïðåäåëå�

íèå ñêàëÿðà â ïðîñòðàíñòâå íà÷èíàåò ñãëàæèâàòü�

ñÿ � ñèëà ôëóêòóàöèé ñêàëÿðà óìåíüøàåòñÿ ñî âðå�

ìåíåì.

Â ïîòîêå ñóùåñòâóþò ðåäêèå ôëóêòóàöèè ñêîðî�

ñòè, êîòîðûå íå òàê ñèëüíî ðàñòÿãèâàþò ñãóñòêè ñêà�

ëÿðà, òåì ñàìûì îñòàâëÿÿ â íèõ ïîâûøåííóþ àì�

ïëèòóäó ôëóêòóàöèé ñêàëÿðà. Åñëè ñíà÷àëà ñòàòè�

ñòèêà ñêàëÿðà áûëà ãàóññîâîé, òî ïîñëå äîñòèæåíèÿ

äèôôóçèîííîãî ìàñøòàáà ïîÿâëÿåòñÿ ñèëüíàÿ ïåðå�

ìåæàåìîñòü ñòàòèñòèêè ñêàëÿðà, êîòîðàÿ âûðàæàåò�

ñÿ, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî

hj#2�ji � hj#�j2i:
Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

ñêàëÿðà îáëàäàþò ñèëüíîé óãëîâîé çàâèñèìîñòüþ.

Ïîÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå ýòèõ óãëîâûõ îñîáåííîñòåé

íà ñëó÷àå ðåäêî ðàñïîëîæåííûõ ñãóñòêîâ. Òîãäà â

îäíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñêàëÿðà

âíîñÿò ñóùåñòâåííûé âêëàä òå îáëàñòè, â êîòîðûõ

ñðàçó âñå òî÷êè ïîïàäàþò â îäèí èç ñãóñòêîâ. Â ÷àñò�

íîñòè, îäíîòî÷å÷íàÿ ñòàòèñòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ èìå�

åò âèä

h(#p)ni �
�
l

D

�3

[�(r = 0; t)]n;

ãäå �(r; t) � ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðà â ñãóñòêå, à D �

ðàññòîÿíèå ìåæäó ñãóñòêàìè. Åñëè òî÷êè êîððåëÿ�

öèîííîé ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà

rd äðóã îò äðóãà, òî âêëàä â êîððåëÿöèîííóþ ôóíê�

öèþ äàåò ëþáîé ñãóñòîê, êîãäà ïðè óñðåäíåíèè ïî

åãî ïîëîæåíèþ îí íàêðûâàåò õîòÿ áû îäíó èç òî÷åê

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Åñëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

òî÷êàìè âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ rd, íî ëåæàò íà îä�

íîé ïðÿìîé, òî íóæíûõ ñãóñòêîâ îêàçûâàåòñÿ íà�

ìíîãî ìåíüøå. Âêëàä â êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

äàþò òîëüêî òå îáëàñòè òå÷åíèÿ, ãäå ñãóñòêè îðèåí�

òèðîâàíû â ïðîñòðàíñòâå âäîëü ýòîé ïðÿìîé. Åùå

òðóäíåå íàéòè îáëàñòè â ïîòîêå ñ òàêèìè ñãóñòêà�

ìè ñêàëÿðà, êîòîðûå íàêðûâàëè áû âñå òî÷êè êîð�

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè, åñëè ýòè òî÷êè ëåæàò â îä�

íîé ïëîñêîñòè íà ðàññòîÿíèÿõ, ìíîãî áîëüøèõ rd,

äðóã îò äðóãà. Íàêîíåö, ñîâñåì ìàëî ñãóñòêîâ, ó êî�

òîðûõ âñå òðè ðàçìåðà çàìåòíî ïðåâûøàþò äèôôó�

çèîííûé ìàñøòàá. Â ñòàòüå ïðîâåäåíî äåòàëüíîå ðàñ�

ñìîòðåíèå óñðåäíåíèÿ ïî îðèåíòàöèÿì ñãóñòêîâ. Ïî�

ëó÷åíà òðåõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêà�

ëÿðà (ñì. ðàçä. 7.1, ôîðìóëà (70)), à òàêæå îáùèå

âûðàæåíèÿ äëÿ äâóìåðíîãî (ðàçä. 7) è òðåõìåðíîãî

(ðàçä. 8) ñëó÷àåâ.

Äðóãîé ïðèìåð ðàññìîòðåííîãî íàìè íà÷àëüíî�

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ðàñïðåäåëåíèå #g0, îáëàäàþùåå

ãàóññîâîé ñòàòèñòèêîé ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Åãî ìîæ�

íî ìîäåëèðîâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ õàîòè÷åñêè ðàç�

áðîñàííûõ øàðîîáðàçíûõ ñãóñòêîâ ñ ïîëîæèòåëü�

íûì è îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿìè ñêàëÿðà. Ðàññòî�

ÿíèå ìåæäó ñãóñòêàìè ìàëî, D � l. Ïîñêîëüêó êàð�

òèíà ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çà�

ìåíû #g ! �#g, íåíóëåâûìè îêàçûâàþòñÿ òîëüêî

êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñêàëÿðà ÷åòíîãî ïîðÿäêà

2n. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðà ÿâëÿåòñÿ ñóì�

ìîé âêëàäîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ 2n òî÷åê êîððå�

ëÿöèîííîé ôóíêöèè ðàçáèâàþòñÿ íåêîòîðûì ñïîñî�

áîì íà ïàðû. Ïðè ïðîâåäåíèè óñðåäíåíèÿ ïî ðàñ�

ïîëîæåíèÿì ñãóñòêîâ âêëàäû èìåþò ñóùåñòâåííîå

çíà÷åíèå ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè ñãóñòêîâ, êîãäà â

êàæäîé ïàðå òî÷êè íàêðûâàþòñÿ îäíèì ñãóñòêîì.

Ïîñêîëüêó ìû èíòåðåñóåìñÿ ìàñøòàáàìè r � �,

êàæäóþ ïàðó äîëæíû íàêðûòü ñãóñòêè ñ îäíèìè è

òåìè æå ôîðìîé è îðèåíòàöèåé â ïðîñòðàíñòâå. Òà�

êèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, ïîõîæàÿ íà ñëó�

÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ #p � òàì îäíèì ñãóñòêîì íàäî

áûëî íàêðûòü âñå òî÷êè. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

ïîðÿäêà n+1 â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ #p ïðîïîðöèî�

íàëüíà îïèñàííîìó âêëàäó â êîððåëÿöèîííóþ ôóíê�

öèþ ïîðÿäêà 2n â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ #g . Èìååòñÿ

(2n)!=[2nn!] ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ òî÷åê íà ïàðû, ïî�

ýòîìó äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ #g ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàâè�

ñèìîñòü îäíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

ñêàëÿðà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíîé. Â ðàáîòå ïîëó�

÷åíî ïîëíîå âûðàæåíèå äëÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íîé êîð�

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè â ñëó÷àå ñïåöèàëüíîé ãåîìåò�

ðèè (ñì. ðàçä. 8.1). Äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìû íå âûïèñûâàåì ïîëíûõ

âûðàæåíèé èç-çà èõ ãðîìîçäêîñòè. Â çàäà÷å ñ íàêà÷�

êîé óãëîâûå îñîáåííîñòè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòå [22]

íà ìàñøòàáàõ r � l è â ðàáîòå [23] íà ìàñøòàáàõ

r � l, ãäå l � ìàñøòàá íàêà÷êè.

Îòìåòèì îñîáåííîñòü ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé

ôóíêöèè ñêàëÿðà F(R): ïðè R � rd îíà íå çàâè�

ñèò îò êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïðè ëþáîé ñòàòè�

ñòèêå ñêîðîñòè ñ �c > 2. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè � > �c
è íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè #g , îáëàäàþùèì ãàóññî�

âîé ñòàòèñòèêîé, ìîìåíòû hj#�ji ôîðìèðóþòñÿ ïðè
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îäíèõ è òåõ æå ôëóêòóàöèÿõ ñêîðîñòè, â êîòîðûõ

ïîòîê îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè çàìîðîæåííûì. Ïà�

ðàìåòð �c çàâèñèò òîëüêî îò ñòàòèñòèêè ñêîðîñòè

íà âÿçêîì ìàñøòàáå. Âûñøèå êîððåëÿöèîííûå ôóíê�

öèè ñêàëÿðà â îáùåì ñëó÷àå ñòàòèñòèêè ñêîðîñòè

ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè,

õîòÿ ïðè íåêîòîðûõ çàêîíàõ ñòàòèñòèêè ñêîðîñòè ñ

�c > 4 â òðåõìåðíîì òå÷åíèè êîððåëÿöèîííàÿ ôóíê�

öèÿ ñêàëÿðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìîæåò è íå çàâèñåòü

îò äèôôóçèè, ñì. âûðàæåíèÿ (59)�(61).

Íà âðåìåíàõ

t� � ��1 ln[�=rd]

ýëåìåíò æèäêîñòè, ñíà÷àëà èìåâøèé ðàçìåð �, ïî îä�

íîìó èç íàïðàâëåíèé ñæèìàåòñÿ äî ðàçìåðà ïîðÿäêà

rd. Ïîýòîìó íà òàêèõ âðåìåíàõ ïðèáëèæåíèå (9) ñòà�

íîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì äëÿ âñåõ ðàññòîÿíèé r & rd,

è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû

ïåðåñòàþò áûòü ñïðàâåäëèâûìè. Äëÿ ýëàñòè÷åñêîé

ñèñòåìû ðàçâèòàÿ òåîðèÿ ïåðåñòàåò ðàáîòàòü íà âðå�

ìåíàõ

tL � ��1 ln[L0=rd]:

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ýêñïåðèìåíòàõ ïî äâóìåð�

íîìó ðàçìåøèâàíèþ ñêàëÿðà [20; 21; 24] ÷àñòî ñ÷èòà�

åòñÿ, ÷òî ðåæèì Áýò÷åëîðà íå îãðàíè÷èâàåòñÿ âÿç�

êîé äëèíîé, à ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âïëîòü äî ìàñøòà�

áîâ íàêà÷êè L. Â ðàáîòàõ [6; 7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

íà ìàñøòàáàõ ïðÿìîãî êàñêàäà ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ

ïî çàêîíó

Æv(r) / r[ln(r=rd)]
1=3:

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â ôîðìó�

ëå (14) ìû ó÷èòûâàëè òîëüêî ýêñïîíåíöèàëüíóþ

çàâèñèìîñòü, ïîýòîìó, ïî-âèäèìîìó, ëîãàðèô�

ìè÷åñêàÿ ïîïðàâêà ê ñêîðîñòè îñòàâëÿåò íàøè

ðåçóëüòàòû â ñèëå. Òåì íå ìåíåå, ÷òîáû ïîëó÷èòü

îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, òðåáóþòñÿ

äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â. Â. Ëåáåäåâó

çà ìíîãî÷èñëåííûå ñîâåòû, à òàêæå È. Â. Êîëîêîëî�

âó è Ê. Ñ. Òóðèöèíó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Ðà�

áîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ

(ãðàíò �04-02-16520-à) è ôîíäà ¾Äèíàñòèÿ¿.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Â ìîäåëè Êðàé÷íàíà ïðîöåññ �̂ (8) ÿâëÿåòñÿ áå�

ëûì øóìîì ñ íóëåâûì ñðåäíèì:

h��i(t1)��j(t2)i =
= D[(d+ 1)ÆijÆ�� � Æi�Æj� � Æi�Æj�]Æ(t2 � t1); (71)

ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ïðîöåññ �̂� (10)

èìååò ôëóêòóèðóþùóþ ÷àñòü, îáëàäàþùóþ òîé æå

ñòàòèñòèêîé (71). Èç-çà òîãî ÷òî ìàòðèöà N̂(t) çà�

âèñèò îò �̂(t), ó �̂� ïîÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîå ñðåäíåå.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü h�̂�i, íàäî â ýòîì ñðåäíåì

âûäåëèòü êîíòàêòíûå ÷ëåíû. À èìåííî, ïðåäñòàâèì

ìàòðèöó ïîâîðîòà N̂(t) â âèäå

N̂(t) = N(t� Æt)

2
41 +

tZ
t�Æt

dt0
̂n(t0)

3
5 :

Òîãäà ïîëó÷àåì

h�̂�i =
*
�

tZ
t�Æt

dt0
̂n(t0)N̂T (t� Æt)�̂(t)N̂ (t� Æt)+

+ ïåðåñòàíîâî÷íûå ÷ëåíû

+
: (72)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (12) è ôîðìóëó

tZ
dt0Æ(t0 � t) =

1

2
;

óñòðåìëÿÿ Æt ! 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ó ìàòðèöû h�̂�i
íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåí�

òû. Òàêèì îáðàçîì,

�̂�ii =
Dd
2

dX
j 6=i

cth[2(�i � �j)] + �i: (73)

Øóì �i èìååò ãàóññîâó ñòàòèñòêó ñ ïàðîé êîððåëÿ�

öèîííîé ôóíêöèåé

h�i(t)�j(t0)i = Æ(t� t0)D(dÆij � 1): (74)

Âûáåðåì �i òàê, ÷òî �1 > : : : > �d. Íà âðåìåíàõ

t � 1=D ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè�

÷èí �i èìååò âèä

P / t�1e�tS Æ
�X

i
�i

�
; (75)

ãäå S � ôóíêöèÿ Êðàìåðà:

S =
1

2Dd

dX
i=1

x2i ; xi =
�i
t
� �i;

�i =
d[(d+ 1)� 2i]

2
D:

(76)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè âìåñòî ïàðàìåòðèçàöèè ìàòðèöû

Ŵ (10) èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðèçàöèþ

Ŵ = N̂D̂T̂ ;

ãäå T̂ � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíû�

ìè ýëåìåíòàìè Tii = 1, òî âûðàæåíèå (76) ñòàíîâèò�

ñÿ òî÷íûì [25].
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